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Дослiджено двостороннi iтерацiйнi алгоритми, якi є аналогами методу Чаплигiна для
звичайних диференцiальних рiвнянь. Встановлено умови, при виконаннi яких вони мо-
жуть мати квадратичну збiжнiсть навiть у випадку недиференцiйовностi оператора.

Реалiзацiя наближених методiв розв’язання нелiнiйних задач та лiнiйних задач ви-
сокої розмiрностi на практицi здебiльшого не обходиться без потреби iтерацiйного уточ-
нення шуканого наближеного розв’язку. Це викликає зацiкавленiсть до теорiї вiдомих та
побудови i дослiдження нових iтерацiйних методiв, отримуваних, зокрема, поєднанням
рiзних способiв наближеного розв’язання операторних рiвнянь. При цьому часто значно
розширюються можливостi їх ефективного застосування як у класичних (див., напр. [1]
– [5]), так i у новiтнiх (див., напр. [6, 9]) дослiдженнях. З цього погляду актуальною
є потреба розширити можливостi двостороннiх методiв, якi характеризуються такими
властивостями, як можливiстю двостороннього апостерiорного оцiнювання шуканого
розв’язку на кожному кроцi iтерацiйного процесу, оцiнювання якiсного характеру по-
ведiнки цього розв’язку, монотоннiстю iтерацiй i, у багатьох випадках, їх надлiнiйною
швидкiстю збiжностi. Цим обумовлена актуальнiсть пропонованого дослiдження, яке
доповнює i уточнює деякi результати iз [2, 8] , а також iз [7] .

Будемо шукати в класi неперервно диференцiйовних на [t0, t1] функцiй розв’язок
задачi Кошi

x′(t) = f(t, x), x(t0) = x0, (1)

де f(t, x) – дiйсна неперервна функцiя при t ∈ [t0, t1], x ∈ S(x0) = {x||x − x0| 6
M, x, x0 ∈ R}, R – множина дiйсних чисел. Припустимо виконання наступних умов.
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Умова H1. Iснують такi неперервнi за сукупнiстю аргументiв при t ∈ [t0, t1],

x ∈ S(x0), неспаднi щодо x функцiї a1(t, x), α1(t, x), причому α1(t, x) є невiд’ємною, що
iз спiввiдношень t ∈ [t0, t1], y 6 z, y, z ∈ S(x0), випливає нерiвнiсть

[a1(t, y) + α1(t, y)](z − y) 6 f(t, z)− f(t, y).

Умова H2. Iснують неперервно диференцiйовнi при t ∈ [t0, t1] функцiї u(t), v(t) ∈ S,

для яких
u(t0) = v(t0) = x0, u(t) 6 v(t) (t ∈ [t0, t1]) (2)

u′(t) 6 f(t, u(t)), v′(t) > f(t, v(t)) (t ∈ [t0, t1]). (2′)

Розглянемо iтерацiйний процес

y0(t) = u(t), z0(t) = v(t),

y′n+1(t) = a1(t, yn(t))(yn+1(t)− yn(t) + f(t, yn(t)),

z′n+1(t) = [a1(t, yn(t)) + α1(t, yn(t))](zn+1(t)− zn(t) + f(t, zn(t)), (3)

yn+1(t0) = zn+1(t0) = x0, n = 0, 1, . . . (3′)

Позначимо S0 = [u, v] = {x|u 6 x 6 v, u, v, x ∈ S(x0)}.

Теорема 1. Якщо справджуються умови H1 та H2, то для послiдовностей {yn}, {zn},
побудованих за формулами (3), мають мiсце нерiвностi

yk(t) 6 yk+1(t) 6 zk+1(t) 6 zk(t) (t ∈ [t0, t1], k = 0, 1, . . .). (4)

Доведення. Спiввiдношення (4) для k = 0 випливають з (2), (3). Припускаючи, що вони
мають мiсце лише для k = n− 1, матимемо

y′n+1(t)− y′n(t) = f(t, yn(t))− f(t, yn−1(t)) + a1(t, yn(t))(yn+1(t)− yn(t))−
a1(t, yn−1(t))(yn(t)− yn−1(t)) > a1(t, yn−1(t))(yn(t)− yn−1(t))+

α1(t, yn−1(t))(yn(t)− yn−1(t)) + a1(t, yn(t))(yn+1(t)− yn(t))−
a1(t, yn−1(t))(yn(t)− yn−1(t)) > a1(t, yn(t))(yn+1(t)− yn(t)),

z′n(t)− z′n+1(t) = f(t, zn−1(t))− f(t, zn(t)) + a1(t, yn−1(t))(zn(t)− zn−1(t))−

a1(t, yn(t))(zn+1(t)− zn(t)) + α1(t, yn−1(t))(zn(t)− zn−1(t))− α1(t, yn(t))(zn+1(t)− zn(t)) >

a1(t, zn(t))(zn−1(t)− zn(t))−α1(t, yn−1(t))(zn−1(t)− zn(t))− a1(t, yn−1(t))(zn−1(t)− zn(t))+

a1(t, yn(t))(zn(t)− zn+1(t)) + α1(t, yn(t))(zn(t)− zn+1(t)) + α1(t, zn(t))(zn−1(t)− zn(t)) =

[a1(t, yn(t)) + α1(t, yn(t))](zn(t)− zn+1(t)) + [a1(t, zn(t))− a1(t, yn−1(t))](zn−1(t)− zn(t))+

[α1(t, yn(t))− α1(t, yn−1(t))](zn−1(t)− zn(t)) > [a1(t, yn(t)) + α1(t, yn(t))](zn(t)− zn+1(t)),
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z′n+1(t)− y′n+1(t) = a1(t, yn(t))(zn+1(t)− yn+1(t))− a1(t, yn(t))(zn(t)− yn(t))+

α1(t, yn(t))(zn+1(t)− zn(t)) + f(t, zn(t))− f(t, yn(t)) > a1(t, yn(t))(zn+1(t)− yn+1(t))−
a1(t, yn(t))(zn(t)− yn(t))− α1(t, yn(t))(zn(t)− zn+1(t)) + a1(t, yn(t))(zn(t)− yn(t))+

α1(t, yn(t))(zn(t)− yn(t)) = a1(t, yn(t))(zn+1(t)− yn+1(t)) + α1(t, yn(t))(zn+1(t)− yn(t)) >

(a1(t, yn(t)) + α1(t, yn(t)))(zn+1(t)− yn+1(t)) + α1(t, yn(t))(yn+1(t)− yn(t)) =

(a1(t, yn(t)) + α1(t, yn(t)))(zn+1(t)− yn+1(t)).

Отриманi спiввiдношення разом з теоремою про диференцiальнi нерiвностi [2][с. 199]
означають, що нерiвностi (4) виконуються. 2

Дослiдимо збiжнiсть iтерацiйного процесу (3). З неперервностi правої частини рiв-
няння (1) випливає iснування принаймнi одного неперервно диференцiйовного на [t0, t2)

розв’язку x(t) задачi (1). З iншого боку, iз спiввiдношень (4) робимо висновок про iснува-
ння неперервних границь y(t) та z(t) компактних послiдовностей {yn(t)}, {zn(t)}. Можна
переконатися, що послiдовностi {yn(t)}, {zn(t)} – рiвномiрно обмеженi i рiвностепенево
неперервнi, i тому можна посилатися на лему Арчела. Функцiї y(t) та z(t) є неперервно
диференцiйовними i кожна з них є розв’язком задачi (1). Якщо задача (1) має єдиний
неперервно диференцiйовний на [t0, t1] розв’язок x(t), то x(t) = y(t) = z(t) при t ∈ [t0, t1].

Отже, має мiсце таке твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i задача (1) має єдиний неперерв-
но диференцiйовний розв’язок x(t). Тодi послiдовностi {yn(t)}, {zn(t)}, побудованi за
формулами (3), збiгаються рiвномiрно i монотонно вiдповiдно знизу i зверху до цього
розв’язку, тобто

yn(t) 6 yn+1(t) 6 x(t) 6 zn(t) 6 zn+1. (5)

Умова H3. Iснує така неперервна за сукупнiстю аргументiв невiд’ємна функцiя
b1(t, y, z), що з нерiвностi y 6 z, y, z ∈ S(x0) випливає

f(t, z)− f(t, y) 6 (a1(t, y)− b1(t, y, z))(z − y) (t ∈ [t0, t1]). (6)

Теорема 3. Якщо справджуються умови H1 −H3, то мають мiсце оцiнки

z′n+1 − y′n+1 6 a1(t, yn)(zn+1 − yn+1) + b1(t, y, z)(zn − yn), (7)

zn+1 − yn+1 6
∫ t

t0

b1(s, yn, zn) exp

(∫ t

s

a1(ξ, yn)dξ

)
(zn − yn) ds. (8)

Доведення. Використовуючи умову H3 та нерiвностi (3), знаходимо

z′n+1 − y′n+1 = a1(t, yn)(zn+1 − yn+1)− a1(t, yn)(zn − yn)− α1(t, yn)(zn − zn+1)+

f(t, zn)− f(t, yn) 6 a1(t, yn)(zn+1 − yn+1)− a1(t, yn)(zn − yn)−
α1(t, yn)(zn − zn+1) + a1(t, yn)(zn − yn) + b1(t, yn, zn)(zn − yn) 6
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a1(t, yn)(zn+1 − yn+1) + b1(t, yn, zn)(zn − yn).

Для обгрунтування оцiнки (8) скористаємося задачею

w′
n+1 = a1(t, yn)wn+1 + b1(t, yn, zn)wn, wn+1(t0) = 0. (9)

З теоремою [2] про диференцiальнi нерiвностi та умови (9) випливає нерiвнiсть

zn+1 − yn+1 6 wn+1.

Тому, виписавши у явному виглядi розв’язок задачi (9), отримуємо оцiнку (8). 2

Оцiнки (7), (8) можна уточнити, якщо конкретизувати вибiр функцiї b1(t, y, z). Зок-
рема, поклавши, що b1(t, y, z) 6 h(t, y, z)(z − y)γ, де γ > 0, h(t, y, z) 6 h0, з нерiвностей
(7), (8) при

exp

[∫ t

s

|a1(ξ, yn(ξ))|dξ

]
6 a0

одержимо

z′n+1 − y′n+1 6 a1(t, yn)(zn+1 − yn+1) + h(t, yn, zn)(zn − yn)1+γ, (10)

zn+1 − yn+1 6
∫ t1

t0

h1(s, yn, zn) exp

[∫ t

s

a1(ξ, yn(ξ))dξ

]
(zn(s)− yn(s))1+γ ds, (11)

zn+1 − yn+1 6 h0a0

∫ t1

t0

(zn(s)− yn(s))1+γ ds, (12)

де t, s ∈ [t0, t1], y ∈ [u, v], [u, v] = {y(t)|u(t) 6 y(t) 6 v(t)}.
Якщо |a1(t, y)| 6 g1 при t ∈ [t0, t1], y ∈ [u, v], то iз (11) одержуємо

zn+1 − yn+1 6 h0

∫ t1

t0

eg1(t−s)(zn(s)− yn(s))1+γds. (13)

Апостерiорнi оцiнки (7), (8), (10)–(13) можна використати для отримання апрiорних
оцiнок. Зокрема, з (12) випливає, що

zn+1 − yn+1 6 (h0a0)
(1+γ)n+1−1

γ

[
max

t
(v(t)− u(t))

](1+γ)n+1

(t1 − t0) (14)

для γ > 0. При γ = 1 матимемо характерну для методу Чаплигiна оцiнку

zn+1 − yn+1 6 (h0a0)
2n+1−1

[
max

t
(v(t)− u(t))

](1+γ)n+1

(t1 − t0).

У випадку, коли iснує похiдна ∂f(t,x)
∂x

, можна прийняти

a1(t, yn)− α1(t, yn) =
∂f(t, yn)

∂x
,

а також
a1(t, y) =

∂f(t, yn)

∂x
. (15)
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Якщо при цьому ∂f(t,x)
∂x

задовольняє умову Лiпшиця щодо x,

∣∣∣∣
∂f(t, y)

∂x
− ∂f(t, z)

∂x

∣∣∣∣ 6 l|y − z|,

то оцiнка (14) спiвпадає з вiдомою оцiнкою збiжностi методу Чаплигiна.
Зауважимо, що у формулах (3) можна було б взяти α1(t, y) ≡ 0. Отриманий при

цьому алгоритм має вигляд

y′n+1 = a1(t, yn)(yn+1 − yn) + f(t, yn),

z′n+1 = a1(t, yn)(zn+1 − zn) + f(t, zn), (16)

y0 = u, z0 = v,

yn+1(t0)zn+1(t0) = x0,

який при виборi a1(t, y) за формулою (15) перетворюється в один з рiзновидiв методiв
чаплигiнського типу. На перший погляд видається слушним вважати (16) рiзновидом
монотонного методу Ньютона. Однак у такому випадку основний варiант методу Нью-
тона мав би виглядати так

y′n+1 = a1(t, yn)(yn+1 − yn) + f(t, yn),

z′n+1 = a1(t, zn)(zn+1 − zn) + f(t, zn) (n = 0, 1, . . .).
(17)

Система (17) отримана iз системи (16) замiною у другому з рiвнянь функцiї a1(t, yn)

функцiєю a1(t, zn). Це призводить до того, що iтерацiйному процесовi (17) невластива
двостороннiсть нi за якого вибору початкового наближення y0(t), z0(t). Для алгоритму
(16) придатна схема дослiдження, яка використана для алгоритму (3). Зауважимо, що
замiна обидвох рiвнянь системи (16) рiвняннями

y′n+1 = a1(t, zn)(yn+1 − yn) + f(t, yn),

z′n+1 = a1(t, zn)(zn+1 − zn) + f(t, zn)
(18)

призводить до того, що алгоритм (18), (3′) має властивiсть двосторонностi за дещо
iнших припущень щодо функцiї a1(t, x).

Теорема 4. Якщо в умовi H1 замiсть неспадання a1(t, x) щодо x вимагати її незростан-
ня та зберегти всi iншi умови теорем 1 та 2, то для iтерацiйного процесу, побудованого
за допомогою формул

y′n+1 = a1(t, zn)(yn+1 − yn) + f(t, yn), y0 = u,

z′n+1 = a1(t, zn)(zn+1 − zn) + f(t, zn), z0 = v, (19)

yn+1(t0) = zn+1(t0) = x0,

можна обгрунтувати такi самi висновки, як тi, що мiстять теореми 1 та 2.
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Доведення лише незначними деталями вiдрiзняється вiд доведення теорем 1 та 2.2
Розглянемо iнший двостороннiй iтерацiйний процес, який також можна вважати

одним iз варiантiв методiв чаплигiнського типу. Для його побудови використаємо такi
аналоги умов H1 та H2.

Умова H4. Заданi неперервнi при t ∈ [t0, t1], невiд’ємнi неспаднi щодо x функцiї
a2(t, x), α2(t, x), для яких iз спiввiдношень t ∈ [t0, t1], y 6 z, y, z ∈ S(x0), випливає
нерiвнiсть

f(t, z)− f(t, y) 6 −[a2(t, y) + α2(t, y)](z − y). (20)

Умова H5. Iснують неперервно диференцiйовнi при t ∈ [t0, t1] функцiї u(t), v(t), для
яких виконується спiввiдношення (2′) та

u′(t) 6 f(t, v(t)), v′(t) > f(t, u(t)) (t ∈ [t0, t1]).

Побудуємо послiдовностi {yn(t)}, {zn(t)}, означуючи на кожному кроцi iтерацiйного
процесу (yn+1(t), zn+1(t)) як розв’язок системи рiвнянь

y′n+1 = −a2(t, yn)(zn+1 − zn) + f(t, zn),

z′n+1 = −(a2(t, yn) + α2(t, yn))(yn+1 − yn) + f(t, yn) (21)

з початковою умовою (3′).

Теорема 5. Якщо справджуються умови H4 та H5, то для iтерацiйного процесу (21),
(3′) мають мiсце спiввiдношення (4).

Доведення. Як i при доведеннi теореми 1, застосовуєм метод математичної iндукцiї. При
k = 0 спiввiдношення (4) очевиднi.З припущення, що вони мають мiсце при k = n− 1,

одержуємо

y′n+1 − y′n = −a2(t, yn)(zn+1 − zn) + f(t, zn) + a2(t, yn−1)(zn − zn−1)− f(t, zn−1) >

−a2(t, yn)(zn+1 − zn) + a2(t, yn−1)(zn − zn−1) + a2(t, zn)(zn−1 − zn)+

α2(t, zn)(zn−1 − zn) > a2(t, yn)(zn − zn+1) + [a2(t, zn)− a2(t, yn−1)](zn−1 − zn) >

a2(t, yn)(zn − zn+1),

z′n+1 − z′n = −a2(t, yn−1)(yn − yn−1)− α2(t, yn−1)(yn − yn−1)+

[a2(t, yn) + α2(t, yn))](yn+1 − yn) + f(t, yn−1)− f(t, yn) >

−a2(t, yn−1)(yn − yn−1)− a2(t, yn−1)(yn − yn−1) + [a2(t, yn) + β2(t, yn)]×
(yn+1 − yn) + a2(t, yn−1)(yn − yn−1) + α2(t, yn−1)(yn − yn−1) =

[a2(t, yn + α2(t, yn)](yn+1 − yn).

Застосовуючи теорему про системи диференцiальних нерiвностей та умову (3′), iз
спiввiдношень

y′n+1 − y′n > a2(t, yn)(zn − zn+1),
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z′n+1 − z′n > [a2(t, yn + α2(t, yn)](yn+1 − yn)

отримуємо, що
yn(t) 6 yn+1(t), zn+1(t) 6 zn(t) (t ∈ [t0, t1]). (22)

Переконаємося, що
yn+1(t) 6 zn+1(t) (t ∈ [t0, t1]). (23)

З (21) та умови H4 отримуємо

z′n+1 − y′n+1 = a2(t, yn)(zn+1 − yn+1)− a2(t, yn)(zn − yn) + α2(t, yn)(yn+1 − yn)+

f(t, yn)− f(t, zn) > a2(t, yn)(zn+1 − yn+1) + α2(t, yn)(yn+1 − yn) + a2(t, yn)(zn − yn)+

α2(t, yn)(zn − yn) > a2(t, yn)(zn+1 − yn+1).

Використовуючи теорему 5 про диференцiальнi нерiвностi, приходимо до спiввiдношень
(23). Поєднанням нерiвностей (22), (23) завершуємо доведення теореми. 2

Теорема 6. Нехай виконанi умови H4 та H5 i задача (1) має неперервно диференцiйов-
ний на [t0, t1] розв’язок x(t), а задача

y′(t) = f(t, z(t)), z′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = z(t0) = x0 (24)

може мати не бiльше як один розв’язок (y(t), z(t)) з неперервно диференцiйовними на
[t0, t1] компонентами y(t), z(t). Тодi для єдиного неперервно диференцiйовного на [t0, t1]

розв’язку x(t) задачi (1) матимемо оцiнки (5).

Доведення. Монотоннiсть та рiвномiрна збiжнiсть iтерацiйного процесу (21), (3′) на
[t0, t1] до y(t), z(t) ґрунтується на схожих з використаними для доведення теореми 2
мiркуваннях для алгоритму (3), (3′). Очевидно, що пара функцiй (y(t), z(t)) є розв’язком
задачi (24). З iснування розв’язку x(t) задачi (1) i структури системи диференцiальних
рiвнянь в задачi (24) випливає, що (x(t), x(t)) також є розв’язком цiєї задачi. Задача
(24) має єдиний розв’язок, тому y(t) = z(t) = x(t) (t ∈ [t0, t1]). Звiдси робимо висновок,
що спiввiдношення (5) справджується. 2

Теорема 6, як i теорема 2, не дає засобiв для оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного
процесу.
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Both-side algorithms analogs of the Chaplygin method for ordinary differential equations.
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Исследовано двусторонние итерационные алгоритмы, которые являются аналогами
методу Чаплигина для обыкновенных дифференциальных уравнений. Установлены ус-
ловия, при выполнении которых эти методы могут иметь квадратичную сходимость даже
в случае недиференцируемости оператора.


