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В роботi узагальнюються поняття спадного i зростаючого факторiального степенiв та
тотожностi Нерлунда та Вандермонда. При допомозi факторiальних степенiв з кроком,
видiлено клас, так званих, факторiальних числових трикутникiв, елементи яких задоволь-
няють деяке рекурентне спiввiдношення.

Вступ

Спаднi та зростаючi факторiальнi степенi, на вiдмiну вiд бiномiальних коефiцiєнтiв
та iнших комбiнаторних формул, допускають узагальнення не тiльки на множину всiх
цiлих, але й дiйсних чи, навiть, комплексних чисел. Тому їх подальшi узагальнення
завжди кориснi. Вони дозволяють унiфiкувати дослiдження в деяких напрямках комбi-
наторного аналiзу, видiлити клас факторiальних числових трикутникiв, до якого нале-
жать трикутники Паскаля, Стiрлiнга першого i другого роду, трикутник Ла та багато
iнших нових числових трикутникiв, що очiкують своїх комбiнаторних iнтерпретацiй.
При цьому виявляються загальнi закономiрностi, властивi всiм числовим трикутникам
цього класу.

Введення поняття факторiального степеня з деяким кроком дозволяє двоїстi тотож-
ностi чи формули для спадних та зростаючих факторiальних степенiв замiнити однiєю
загальною тотожнiстю чи формулою. Зокрема, такий пiдхiд дозволяє узагальнити то-
тожностi Вандермонда та Нерлунда.

1 Факторiальнi числовi трикутники та тотожностi

Означення 1.1. Для довiльних дiйсного числа x i натурального числа n факторiаль-
ним степенем n з кроком k, де k належить множинi рацiональних чисел, назвемо вираз
вигляду

xn{k} = x(x + k)(x + 2k) · . . . · (x + (n− 1)k).
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Зручно вважати, що
x0{k} = 1. (1)

Зауважимо, що найчастiше зустрiчаються зростаючi та спаднi факторiали степеня
n з кроками 1,−1, 0, якi, в iснуючiй лiтературi, позначаються вiдповiдно через:

[x]n = xn = x(x + 1) · . . . · (x + n− 1),

[x]n = xn = x(x− 1) · . . . · (x− n + 1),

xn = x · x . . . x︸ ︷︷ ︸
n

.

Отже,
n! = 1 · 2 · . . . · n = nn{−1} = 1n{1},

причому, згiдно з домовленiстю (1), маємо 0! = 1.

Теорема 1. Для довiльних параметрiв x i y та довiльного k виконується тотожнiсть:

(x + y)n{k} =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi{k}yn−i{k}. (2)

Доведення. При n = 1 тотожнiсть (2) очевидно справедлива. Справедливiсть iндукцiй-
ного кроку випливає iз наступних рiвностей

(x + y)n+1{k} = (x + y)n{k}(x + y + nk) =

n∑
i=0

(
n

i

)
xi{k}yn−i{k}((x + ik) + (y + (n− i)k)) =

n∑
i=0

(
n

i

)
xi+1{k}yn−i{k} +

n∑
i=0

(
n

i

)
xi{k}yn−i+1{k} =

(
n

0

)
x0{k}yn+1{k} +

n−1∑
i=0

((
n

i

)
+

(
n

i + 1

))
xi+1{k}yn−i{k} +

(
n

n

)
xn+1{k}y0{k} =

(
n + 1

0

)
x0{k}yn+1{k} +

n−1∑
i=0

(
n + 1

i + 1

)
xi+1{k}yn−i{k} +

(
n + 1

n + 1

)
xn+1{k}y0{k} =

n+1∑
i=0

(
n + 1

i

)
xi{k}yn−i+1{k}.

Якщо у тотожностi (2) теореми 1 замiсть k пiдставити −1, 1, 0, то вони отримають
вигляд тотожностей Вандермонда1, Нерлунда2 та бiномiальної вiдповiдно:

(x + y)n{−1} =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk{−1}yn−k{−1} ,

А. Вандермонд (1735-1796) — французький математик i полiтичний дiяч.
Н.Е. Нерлунд (1885-1981) — данський математик.
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(x + y)n{1} =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk{1}yn−k{1} ,

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k .

Важливу роль в рiзних областях математики вiдiграють спецiальнi комбiнаторнi
числа та многочлени. Згадаймо лише бiномiальнi многочлени та їх коефiцiєнти, числа
Стiрлiнга першого i другого роду, числа та многочлени Ойлера, ортогональнi много-
члени тощо. Проте, найбiльш вiдомi многочлени своєю популярнiстю завдячують лише
своїм коефiцiєнтам.

В усiх перелiчених випадках послiдовнiсть многочленiв

a00,

a10 + a11t,

a20 + a21t + a22t
2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an0 + an1t + an2t
2 + . . . + anntn, n ∈ N,

де aii 6= 0, i = 0, 1, . . . , задається трикутною таблицею їх коефiцiєнтiв

a00

a10 a11

a20 a21 a22

... . . . . . .
. . .

an0 an1 an2 . . . ann

.

Цiкавим виявляється i наступний загальний пiдхiд до вивчення властивостей чис-
лових трикутникiв.

Позаяк многочлени
(x + r)i{s}, i = 0, 1, . . . , n,

за змiнною x утворюють базис у просторi многочленiв степеня не вищого за n, то мно-
гочлени

(x + t)i{k}, i = 0, 1, . . . , n,

можна подати у виглядi їх лiнiйної комбiнацiї. При цьому отримаємо наступнi тотож-
ностi:

(x + t)0{k} = a00(x + r)0{s},

(x + t)1{k} = a10(x + r)0{s} + a11(x + r)1{s},

(x + t)2{k} = a20(x + r)0{s} + a21(x + r)1{s} + a22(x + r)2{s},

(x + t)3{k} = a30(x + r)0{s} + a31(x + r)1{s} + a32(x + r)2{s} + a33(x + r)3{s},

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(x + t)n{k} = an0(x + r)0{s} + an1(x + r)1{s} + an2(x + r)2{s} + . . . + ann(x + r)n{s}, .
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Таким чином, ми приходимо до класу числових трикутникiв

a00

a10 a11

a20 a21 a22

a30 a31 a32 a33

a40 a41 a42 a43 a44

... . . . . . . . . . . . .
. . .

an0 an1 an2 an3 an4 . . . ann

,

якi назвемо факторiальними числовими трикутниками.

Теорема 2. Коефiцiєнти тотожностей

(x + t)i{k} =
i∑

j=0

aij(x + r)j{s}, i = 0, 1, 2, . . . ,

задовольняють рекурентне рiвняння

aij = ai−1,j−1 + (t− r + (i− 1)k − js)ai−1,j, (3)

де aii = 1, ai,−1 = 0, i = 0, 1, . . . , n.

Доведення. При i = 0 маємо справедливу тотожнiсть:

(x + t)0{k} = a00(x + r)0{s}.

Доведемо справедливiсть iндукцiйного кроку.
i∑

j=0

aij(x + r)j{s} =
i∑

j=0

(ai−1,j−1 + (t− r + (i− 1)k − js)ai−1,j)(x + r)j{s} =

i∑
j=1

ai−1,j−1(x + r)j{s} +
i−1∑
i=0

(t− r + (i− 1)k − js)ai−1,j(x + r)j{s}.

Нехай у першiй сумi j = j′ + 1, тодi її можна подати у виглядi
i−1∑

j′=0

ai−1,j′(x + r)j′+1{s} =
i−1∑
j=0

ai−1,j(x + r)j{s}(x + r + js).

Таким чином, маємо
i∑

j=0

aij(x+r)j{s} =
i−1∑
j=0

ai−1,j(x+r)j{s}(x+r+js)+
i−1∑
i=0

(t−r+(i−1)k−js)ai−1,j(x+r)j{s} =

(x + t + (i− 1)k)
i−1∑
j=0

ai−1,j(x + r)j{s} = (x + t + (i− 1)k)(x + t)i−1{k} = (x + t)i{k}.

Рекурентне рiвняння (3) є загальним рекурентним рiвнянням для всiх факторiаль-
них числових трикутникiв. Пiдставляючи замiсть t, k, r, s числа iз множини {−1, 0, 1},
отримаємо мультимножину потужностi 34 = 81 числових трикутникiв:



Факторiальнi степенi та трикутнi матрицi 165

№ t k r s Перетворення №t Короткий коментар
1 -1 -1 -1 -1 (x− 1)n{−1} → (x− 1)n{−1} тривiальний
2 -1 -1 -1 0 (x− 1)n{−1} → (x− 1)j ≡ t10

3 -1 -1 -1 1 (x− 1)n{−1} → (x− 1)j{1} ≡ t11

4 -1 -1 0 -1 (x− 1)n{−1} → xj{−1} ≡ t12

5 -1 -1 0 0 (x− 1)n{−1} → xj ≡ t13

6 -1 -1 0 1 (x− 1)n{−1} → xj{1} ≡ t14

7 -1 -1 1 -1 (x− 1)n{−1} → (x + 1)j{−1} t1 ª t28,|t1| ≡ t42

8 -1 -1 1 0 (x− 1)n{−1} → (x + 1)j t2 ª t34,|t2| ≡ t41

9 -1 -1 1 1 (x− 1)n{−1} → (x + 1)j{1} t3 ª t40,|t3| ≡ t40

10 -1 0 -1 -1 (x− 1)n → (x− 1)j{−1} ≡ t15

11 -1 0 -1 0 (x− 1)n → (x− 1)n тривiальний
12 -1 0 -1 1 (x− 1)n → (x− 1)j{1} ≡ t16

13 -1 0 0 -1 (x− 1)n → xj{−1} ≡ t17

14 -1 0 0 0 (x− 1)n → xj ≡ t18

15 -1 0 0 1 (x− 1)n → xj{1} ≡ t19

16 -1 0 1 -1 (x− 1)n → (x + 1)j{−1} t4 ª t29, |t4| ≡ |t36|
17 -1 0 1 0 (x− 1)n → (x + 1)j t5 ª t35, |t5| ≡ t35

18 -1 0 1 1 (x− 1)n → (x + 1)j{1} t6 ª t41, |t6| ≡ t34

19 -1 1 -1 -1 (x− 1)n{1} → (x− 1)j{−1} ≡ t23

20 -1 1 -1 0 (x− 1)n{1} → (x− 1)j ≡ t24

21 -1 1 -1 1 (x− 1)n{1} → (x− 1)j{1} тривiальний
22 -1 1 0 -1 (x− 1)n{1} → xj{−1} ≡ t25

23 -1 1 0 0 (x− 1)n{1} → xj ≡ t26

24 -1 1 0 1 (x− 1)n{1} → xj{1} ≡ t27

25 -1 1 1 -1 (x− 1)n{1} → (x + 1)j{−1} t7 ª t30, t7 ≡ |t30|
26 -1 1 1 0 (x− 1)n{1} → (x + 1)j t8 ª t36, |t8| ≡ |t29|
27 -1 1 1 1 (x− 1)n{1} → (x + 1)j{1} t9 ª t42, |t9| ≡ t28

28 0 -1 -1 -1 xn{−1} → (x− 1)j{−1} ≡ t31

29 0 -1 -1 0 xn{−1} → (x− 1)j ≡ t32

30 0 -1 -1 1 xn{−1} → (x− 1)j{1} ≡ t33

31 0 -1 0 -1 xn{−1} → xj{−1} тривiальний
32 0 -1 0 0 xn{−1} → xj t10 тр. Стiрлiнга I роду
33 0 -1 0 1 xn{−1} → xj{1} t11 ª t23, |t11| ≡ t23

34 0 -1 1 -1 xn{−1} → (x + 1)j{−1} t12 ª t31, |t12| ≡ t22

35 0 -1 1 0 xn{−1} → (x + 1)j t13 ª t37, |t13| ≡ t21

36 0 -1 1 1 xn{−1} → (x + 1)j{1} t14 ª t20, |t14| ≡ t20

37 0 0 -1 -1 xn → (x− 1)j{−1} ≡ t37

38 0 0 -1 0 xn → (x− 1)j ≡ t38

39 0 0 -1 1 xn → (x− 1)j{1} ≡ t39

40 0 0 0 -1 xn → xj{−1} t15 тр. Стiрлiнга II роду
41 0 0 0 0 xn → xj тривiальний
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№ t k r s Перетворення №t Короткий коментар
42 0 0 0 1 xn → xj{1} t16 ª t24, |t16| ≡ t15

43 0 0 1 -1 xn → (x + 1)j{−1} t17 ª t32, t17 → t15

44 0 0 1 0 xn → (x + 1)j t18 ª t38, |t18| ≡ t38

45 0 0 1 1 xn → (x + 1)j{1} t19 ª t21, |t19| ≡ t37

46 0 1 -1 -1 xn{1} → (x− 1)j{−1} t20 ª t14, t20 ≡ |t14|
47 0 1 -1 0 xn{1} → (x− 1)j t21 ª t19

48 0 1 -1 1 xn{1} → (x− 1)j{1} t22 ª t27

49 0 1 0 -1 xn{1} → xj{−1} t23 тр. Ла, ª t11

50 0 1 0 0 xn{1} → xj t24 ª t16

51 0 1 0 1 xn{1} → xj{1} тривiальний
52 0 1 1 -1 xn{1} → (x + 1)j{−1} t25 ª t33, t25 ≡ |t33|
53 0 1 1 0 xn{1} → (x + 1)j t26 ª t39, t26 → t24

54 0 1 1 1 xn{1} → (x + 1)j{1} t27 ª t22, |t27| ≡ t31

55 1 -1 -1 -1 (x + 1)n{−1} → (x− 1)j{−1} t28 ª t1

56 1 -1 -1 0 (x + 1)n{−1} → (x− 1)j t29 ª t4

57 1 -1 -1 1 (x + 1)n{−1} → (x− 1)j{1} t30 ª t7, t30 → t11

58 1 -1 0 -1 (x + 1)n{−1} → xj{−1} t31 ª t12

59 1 -1 0 0 (x + 1)n{−1} → xj t32 ª t17, t32 → t10

60 1 -1 0 1 (x + 1)n{−1} → xj{1} t33 ª t25

61 1 -1 1 -1 (x + 1)n{−1} → (x + 1)j{−1} тривiальний
62 1 -1 1 0 (x + 1)n{−1} → (x + 1)j ≡ t10

63 1 -1 1 1 (x + 1)n{−1} → (x + 1)j{1} ≡ t11

64 1 0 -1 -1 (x + 1)n → (x− 1)j{−1} t34 ª t2

65 1 0 -1 0 (x + 1)n → (x− 1)j t35 ª t5

66 1 0 -1 1 (x + 1)n → (x− 1)j{1} t36 ª t8

67 1 0 0 -1 (x + 1)n → xj{−1} t37 ª t13

68 1 0 0 0 (x + 1)n → xj t38 ª t18, тр. Паскаля
69 1 0 0 1 (x + 1)n → xj{1} t39 ª t26, t39 → t16

70 1 0 1 -1 (x + 1)n → (x + 1)j{−1} ≡ t15

71 1 0 1 0 (x + 1)n → (x + 1)j тривiальний
72 1 0 1 1 (x + 1)n → (x + 1)j{1} ≡ t16

73 1 1 -1 -1 (x + 1)n{1} → (x− 1)j{−1} t40 ª t3

74 1 1 -1 0 (x + 1)n{1} → (x− 1)j t41 ª t6

75 1 1 -1 1 (x + 1)n{1} → (x− 1)j{1} t42 ª t9

76 1 1 0 -1 (x + 1)n{1} → xj{−1} ≡ t20

77 1 1 0 0 (x + 1)n{1} → xj ≡ t21

78 1 1 0 1 (x + 1)n{1} → xj{1} ≡ t22

79 1 1 1 -1 (x + 1)n{1} → (x + 1)j{−1} ≡ t23

80 1 1 1 0 (x + 1)n{1} → (x + 1)j ≡ t24

81 1 1 1 1 (x + 1)n{1} → (x + 1)j{1} тривiальний
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Кожному рядку наведеної вище таблицi вiдповiдає деякий числовий трикутник. За-
пис ≡ t10 в останньому стовпцi другого рядка означає, що числовий трикутник, який
вiдповiдає другому рядку, тотожний числовому трикутнику 32−го рядка; записи у сьо-
мому рядку таблицi означають, що йому вiдповiдає трикутник t1, який є оберненим
числовим трикутником (ª t28) до числового трикутника 55−го рядка, причому модулi
всiх елементiв цього трикутника (|t1| ≡ t42) утворюють трикутник t42; записи iз 43−го
рядка означають, що йому вiдповiдає числовий трикутник t17, який є оберненим до чи-
слового трикутника 59 рядка, причому, викреслюючи в ньому перший стовпець, можна
отримати (t17 → t15) числовий трикутник t15.

Таким чином, можна побудувати 42 рiзнi числовi трикутники t1, t2, . . . , t42.

Цiкаво було б знайти деякi комбiнаторнi iнтерпретацiї елементiв нових числових
трикутникiв.

2 Факторiальнi числовi трикутники та парафункцiї трикутних
матриць

Наведемо приклади, в яких зустрiчаються факторiальнi числовi трикутники.

1. При x0 = 1, xi = x, i = 1, 2, . . . , n, маємо тотожностi:

pperZ(x, x, . . . , x) =




x

1 x

1 1 x
... . . . . . .

. . .
1 1 1 . . . x




16j6i6n

= (4)

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ1+λ2+...+λn = x(x + 1)n−1,

ddetZ(x, x, . . . , x) = £
£
£
££

B
B
B
BB

x

1 x

1 1 x
... . . . . . .

. . .
1 1 1 . . . x

B
B

B
BB

£
£

£
££ 16j6i6n

= (5)

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn) (λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ1+λ2+...+λn =

x(x− 1)n−1.

Лiвi частини формул (4), (5) є вiдповiдно параперманентом та парадетермiнантом три-
кутної матрицi [2]. Таким чином, коефiцiєнти многочленiв

pperZi(x, x, . . . , x), ddetZi(x, x, . . . , x), i = 1, 2, . . . , n,
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утворюють трикутник Паскаля (t38) без знакiв та трикутник Паскаля iз знаками (t18)

вiдповiдно, причому справедлива рiвнiсть:

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
=

(
n− 1

m

)
.

2. Для параперманента матрицi Белла [3],

B(x1, x2, . . . , xn) = pper




x1
1
1
· x2

x1
x1

1
2
· x3

x2

2
1
· x2

x1
x1

... · · · · · · . . .
1

n−1
· xn

xn−1

2
n−2

· xn−1

xn−2
· · · n−1

1
· x2

x1
x1




=

pper
(

j

i− j + j · δij

· xi−j+1

xi−j

)

1≤j≤i≤n

,

справедлива тотожнiсть:

B(x1, . . . , xn) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn
· xλ1

1 · . . . · xλn
n .

Якщо зробити пiдстановку xi = x, i = 1, 2, . . . , n, то отримаємо многочлени Стiрлiн-
га II роду:

B(x, x . . . , x) =




x
1
1

x
1
2

2
1

x
... . . . . . .

. . .
1

n−1
2

n−2
3

n−3
. . . x




n

=

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn
· xλ1+λ2+...+λn =

n∑
m=1

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

n!

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn
· xm,

де

S(n,m) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

n!

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn

— числа Стiрлiнга другого роду (див. [4], стор. 191), та трикутник Стiрлiга (t15).

3. Якщо у многочленi Белла зробити пiдстановку xi = i!x, то вiн перепишеться у
виглядi многочленiв Ла [1]:

B
( x

1!
,
x

2!
, . . . ,

x

n!

)
=

[
j · (i− j + 1)

i− j + j · δij

]

16j6i6n

=



Факторiальнi степенi та трикутнi матрицi 169

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1! · . . . · λn!
· xλ1+λ2+...+λn

з вiдповiдним числовим трикутником Ла (t23).

Зауважимо, що iз многочленiв
〈

j

i− j + j · δij

· xi−j+1

xi−j

〉

1≤j≤i≤n

=

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn) · n!

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn
· xλ1

1 xλ2
2 · . . . · xλn

n

при пiдстановцi xi = i!x, i = 1, 2, . . . , n можна отримати трикутник чисел Ла iз знаками
(t11).

4. Розглянемо ще один параперманент трикутної матрицi похилої структури:

Cn(x1, x2, . . . , xn) =

[
(j − (j − 1) · δij) · xi−j+1

xi−j

]

1≤j≤i≤n

=




x1
x2

x1
x1

x3

x2
2 · x2

x1
x1

x4

x3
2 · x3

x2
3 · x2

x1
x1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn

xn−1
2 · xn−1

xn−2
· · · (n− 1) · x2

x1
x1




n

, (6)

що спiвпадає iз цикловим iндикатором симетричної групи

Cn(x1, . . . , xn) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1!1λ1 · . . . · λn!nλn
· xλ1

1 · . . . · xλn
n .

Якщо в тотожностi (6) x1 = . . . = xn = x, то вонa прийме вигляд



x

1 x

1 2 x

1 2 3 x

· · · · · · · · · · · ·
1 2 · · · (n− 1) x




1≤j≤i≤n

=

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1!1λ1 · . . . · λn!nλn
· xλ1+...+λn , (7)

але параперманент лiвої частини рiвностi (2) дорiвнює x(x + 1)(x + 2) · . . . · (x + n− 1),

i ми отримуємо вiдому ([4], стор. 181) тотожнiсть

Cn(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

) = x · (x + 1) · (x + 2) · . . . · (x + n− 1).
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Розкриваючи дужки у її правiй частинi, ми прийдемо до многочленiв

C(x), C(x, x), . . . , Cn(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

),

коефiцiєнти яких утворюють трикутник чисел Стiрлiнга першого роду без знакiв (t24).

Для парадетермiнанта матрицi

(
(j − (j − 1) · δij) · xi−j+1

xi−j

)

1≤j≤i≤n

виконується рiвнiсть 〈
(j − (j − 1) · δij)

xi−j+1

xi−j

〉

1≤j≤i≤n

=

∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+...+λn) n!

λ1!1λ1 . . . · λn!nλn
xλ1

1 · . . . · xλn
n . (8)

Враховуючи те, що виконується рiвнiсть (див. [4], стор. 191)

s(n, k) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=k

(−1)n−k· n!

λ1! · . . . · λn! · 1λ1 · . . . · nλn
,

де s(n, k) – числа Стiрлiнга першого роду, iз рiвностi (8) при

x1 = . . . = xn = x

можна отримати послiдовнiсть многочленiв, коефiцiєнти яких утворюють трикутник
чисел Стiрлiнга I роду (t10).

Зауважимо також, що многочлени Bn(x1, . . . , xn) та Cn(x1, . . . , xn) пов’язанi мiж со-
бою рiвнiстю

Bn(0!x1, . . . , (n− 1)!xn) = Cn(x1, . . . , xn).

Тому, пiдставивши у многочлени Bn(x1, x2, . . . , xn) та Cn(x1, x2, . . . , xn) замiсть xi вирази
i!x та ix вiдповiдно, отримаємо однаковi многочлени, якi приводять до трикутника Ла
(t23).
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Increasing and decreasing factorial degrees as well as identities of Nørlund and Vandermonde
are generalized in the article. By means of factorial degrees with a step it is selected so called
class of factorial numerical triangles, elements of which satisfy some recurrent relation.

Заторский Р.А., Малярчук А.Р Факториальные степени и треугольные матрицы // Кар-
патские математические публикации. — 2009. — Т.1, №2. — C. 161–171.

В работе обобщаются понятия убывающего и возрастающего факториальных степеней
и тождества Нерлунда и Вандермонда. При помощи факториальных степеней с шагом,
выделено класс, так называемых, факториальных числовых треугольников, элементы
которых удовлетворяют некоторому рекуррентному соотношению.


