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Для абсолютно збiжних у пiвплощинi {z : Re z < 0} рядiв Дiрiхле F (z) =
+∞∑
n=0

anezλn , де

0 ≤ λn ↑ +∞ (0 ≤ n ↑ +∞), встановлено умови на коефiцiєнти його мажоранти Ньютона,
за яких спiввiдношення F (x+iy) = (1+o(1))aν(x)e

(x+iy)λν(x) виконується при x → −0 зовнi
деякої множини E нульової логарифмiчної щiльностi у точцi 0, рiвномiрно по y ∈ R.

Вступ

Нехай S0 — клас функцiй F , зображуваних абсолютно збiжними у пiвплощинi
{z : Re z < 0} рядами Дiрiхле

F (z) =
+∞∑
n=0

anezλn , (1)

де послiдовнiсть λ = {λj : j ≥ 0} ⊂ R+ попарно рiзних чисел задовольняє умову

sup{λn : n ≥ 0} = +∞. (2)

Нехай S0(a) — клас усiх рядiв Дiрiхле F ∈ S0 вигляду (1) з фiксованою послiдовнiстю
a = {|an| : n ≥ 0}.

Через S позначимо клас усiх цiлих рядiв Дiрiхле з невiд’ємними показниками.
У статтi [1] доведено, що за умови

+∞∑
n=0

1

µn+1 − µn

< +∞, (3)

де µn
def
= ln |an|, для кожної функцiї F ∈ S0(a) спiввiдношення

F (x + iy) = (1 + o(1))aν(x)e
(x+iy)λν(x) (4)
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виконується при x → −0 зовнi деякої множини E скiнченної логарифмiчної мiри, тобто

ln -measE
def
=

∫

E∩[−1,0)

d ln

(
−1

x

)
< +∞,

рiвномiрно по y ∈ R. Тут ν(x) = ν(x, F ) = max{n : |an|exλn = µ(x, F )} — центральний
iндекс ряду (1), а µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0} — його максимальний член.

У статтi [2] доведено, що скiнченнiсть логарифмiчної мiри виняткової множини E у
спiввiдношеннi (4) за умови (3) є непокращуваним описом.

В [1], крiм цього, встановлено, що умова (3) є i необхiдною для того, щоб спiввiдно-
шення (4) виконувалось для кожної функцiї F ∈ S0(a) при x → −0 (x /∈ E, ln -measE <

+∞) рiвномiрно по y ∈ R.
Подiбно, як i в [3], виникає запитання про можливiсть послабити умову (3), накла-

даючи, можливо, додатковi умови на показники ряду (1). Як i в [3], вiдповiдь на це
запитання позитивна.

Надалi розглядатимемо лише пiдкласи S+
0 , S+

0 (a), до яких належать лише ряди
Дiрiхле вiдповiдно з S0 i S0(a), зi строго зростаючою до +∞ системою показникiв λ =

(λn), 0 < λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑).

1 Формулювання основного результату

Для того, щоб сформулювати i потiм довести основний результат статтi, нам потрi-
бне поняття мажоранти Ньютона ряду Дiрiхле, а також деякi її властивостi.

Мажоранту Ньютона довiльного ряду (1) будуємо, як i в [4, c.163] (див. також [5,
c.682]). У прямокутнiй системi координат λOµ позначимо точки Pn з координатами
(λn,− ln |an|) i проведемо з них вертикальнi променi Vn в напрямку додатної пiвосi Oµ.
Позначимо через Q опуклу оболонку множини

⋃
n≥0 Vn. Якщо множина Q не є пiв-

площиною, то кожна пряма {(λ, µ) : λ = λn}, n ∈ {0, 1, 2, . . . }, перетинає межу ∂Q

множини Q в єдинiй точцi P̃n з координатами (λn,− ln a∗n)
def
= (λn,−µ∗n). Формальний

ряд F∗ =
∑+∞

n=0 a∗nezλn називаємо мажорантою Ньютона ряду (1).
За побудовою ([5]):

(i) a∗n ≥ |an| (n ≥ 0); (ii) a∗n+1 ≥ a∗n (n ≥ 0); (iii) κ∗n
def
=

µ∗n−µ∗n+1

λn+1−λn
↑ 0 (n → +∞);

(iv) µ(x, F ) = µ(x, F∗) (x < 0).

Наступна лема мiстить ще одну властивiсть мажоранти Ньютона.

Лема 1.1 ([4]). Нехай σF i σF∗ — абсциси абсолютної збiжностi ряду (1) i мажоранти
Ньютона ряду (1) вiдповiдно. Якщо ln n = o(λn) (n → +∞), то

σF∗ = lim
n→+∞

− ln a∗n
λn

=
− ln |an|

λn

= σF .

Сформулюємо тепер основний результат.

Теорема 1. Нехай функцiя F ∈ S0(a), а додатна неспадна на [t0, +∞) функцiя ψ(t) —
така, що (∃α ∈ (0, 1))(∀t ≥ t0) : ln ψ(t) ≤ tα. Якщо виконуються умови

ln n = o(λn) (n → +∞),
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(∃n0)(∀n ≥ n0) : λn − λn0 ≥ µ∗nψ(µ∗n) (5)

i
1

ln ψ
(µ∗n

2

)
n−1∑

k=0

1

µ∗k+1 − µ∗k
= o(1) (n → +∞), (6)

то спiввiдношення (4) виконується при x → −0 зовнi деякої множини E нульової лога-
рифмiчної щiльностi (Dln0E

def
= lim

R→−0

1

ln( 1
|R|)

ln -meas (E∩ [−1, R])=0) рiвномiрно по y ∈ R.

Схема доведення теореми 1 подiбна до схеми доведення вiдповiдної теореми з [1].
Вiдмiннiсть полягає в тому, що умова (6) не припускає з необхiднiстю збiжностi ряду
(3), i тому виникають додатковi труднощi, зокрема, з оцiнками залишкiв ряду Дiрiхле.

Зауваження. З умови (6) випливає, що µ∗n → +∞ (n → +∞).

2 Доведення основного результату

Доведення теореми 1. Як i в [1], позначимо bn = e−λn i розглянемо ряд

f(s) =
+∞∑
n=0

bnesµ∗n . (7)

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського i умовою ln ψ(t) ≤ tα (t ≥ t0) отримаємо

1

ln ψ
(

µ∗n
2

)
n−1∑

k=0

1

µ∗k+1 − µ∗k
≥ n2

µ∗n − µ∗0
· 2α

(µ∗n)α
,

а отже, з умови (6) маємо
n

2
1+α = o(µ∗n) (n → +∞), (8)

тому ln n = o(µ∗n), а отже, з огляду на (5), ln n = o(λn) (n → +∞).

Оскiльки для кожного фiксованого x < 0 з огляду на лему 1.1 виконується спiввiдно-
шення lim

n→+∞
(ln a∗n−λn|x|) = −∞, тобто lim

n→+∞
(µ∗n+|x| ln bn) = −∞, то звiдси, враховуючи,

що µ∗n ↑ +∞ (n → +∞), з огляду на довiльнiсть x отримаємо lim
n→+∞

(
− 1

µ∗n
ln bn

)
= +∞.

Далi, оскiльки з (5) i (8) випливає, що ln n = o(λn) (n → +∞), за лемою 1.1 отримуємо,
що ряд (7) — абсолютно збiжний скрiзь в C.

Наступне допомiжне твердження фактично доведено в [1, c.122-123].

Лема 2.1. Нехай f(s) =
∑+∞

n=0 bnesµ∗n ∈ S, µ∗n ↑ +∞ (0 ≤ n ↑ +∞), а (εk) — послiдовнiсть
така, що 0 ≤ εk ≤ 1/2 (k ≥ 0). Тодi iснує множина E0 ⊂ [1, +∞) така, що для кожного
σ ∈ [1, +∞) \ E0 виконуються рiвностi

ν(σ(1± εν(σ))) = ν(σ), ν(σ) = ν(σ, f), (9)

i для всiх σ ∈ [1, +∞) для логарифмiчної мiри E0 справджується оцiнка

ln -meas (E0 ∩ [1, σ))
def
=

∫

E0∩[1,σ)

d ln x ≤ 3

ν(σ−0)∑

k=0

εk.
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Доведення. Нехай σj — послiдовнiсть точок стрибка центрального iндексу ν(σ, f), зану-
мерована так, що ν(σ, f) для σ ∈ [σj, σj+1); якщо ν(σj+1, f) = j + p, p ≥ 2, то вважаємо,
що σj+1 = . . . = σj+p < σj+p+1.

В [1] доведено, що рiвностi (9) на промiжку [σj, σj+1) можуть не виконуватися лише
на множинi Ij =

[
σj,

σj

1−εj

)
∪

[
σj+1

1+εj
, σj+1

)
. Для логарифмiчної мiри Ij маємо

ln -meas (Ij) ≤ ln
1

1− εj

+ ln(1 + εj) ≤ 3εj = 3εν(σj+1−0).

Якщо σ ∈ [σn, σn+1), то для логарифмiчної мiри множини E0 =
⋃+∞

j=0 Ij отримаємо

ln -meas (E0 ∩ [1, σ)) ≤
n−1∑
j=0

ln -meas (Ij) + ln -meas (In ∩ [σn, σ)) ≤

≤
ν(σ−0)∑

j=0

ln -meas (Ij) ≤ 3

ν(σ−0)∑
j=0

εj.

Лему 2.1 доведено.

Подiбно, як i в [3], визначимо q(k) = n0(2µ
∗
k) − 1 (k ≥ 0), де n0(t) =

∑
µ∗k∈[0,t] 1 —

лiчильна функцiя послiдовностi (µ∗k), i

δ(l, j) = (j − l + 1)−3/2

j∑

m=l

1

µ∗m+1 − µ∗m
(0 ≤ l ≤ j),

δk = sup{δ(l, j) : 0 ≤ l ≤ k − 1, k − 1 ≤ j ≤ q(ν)− 1}.

Наступнi леми доведено в [3].

Лема 2.2. Якщо функцiя ϕ(t) ↑ +∞ (t → +∞), то з умови

1

ϕ(µ∗n
2

)

n−1∑

k=0

1

µ∗k+1 − µ∗k
= o(1) (n → +∞)

випливає, що iснує послiдовнiсть ck ↑ +∞ (k → +∞) така, що εk = δkck ∈ [0, 1/2]

(k ≥ 0), i виконується умова

1

ϕ(µ∗n)

n∑

k=0

εk = o(1) (n → +∞).

Лема 2.3. Нехай µ∗n ↑ +∞, а q(k) i εk — визначенi вище. Тодi

Σ0
def
=

ν−1∑
n=1

e−εν |µ∗n−µ∗ν | +
q(ν)∑

n=ν+1

e−εν |µ∗n−µ∗ν | = o(1) (ν → +∞).

Доведення наступної леми подiбне до доведення леми 4 з [3].
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Лема 2.4. Якщо для функцiї F ∈ S0(a) виконуються умови теореми 1, то

Σ1
def
=

+∞∑

n=q(ν)+1

|an|exλn = o(µ(x, F ))

при x → −0 зовнi деякої множини E1 скiнченної логарифмiчної мiри.

Доведення. В [3] фактично доведено таке твердження.

Лема 2.5. Нехай ψ(t) — додатна неспадна функцiя така, що ψ(t) ↑ +∞ (t → +∞)

i (∃α ∈ (0, 1))(∀t ≥ t0) : ln ψ(t) ≤ tα. Нехай послiдовнiсть µ∗n ↑ +∞ (n → +∞) i
виконується умова (6). Тодi iснує c∗n ↑ +∞ така, що

∑+∞
n=1

c∗n
µn

< +∞, c∗n
µn
∈ [0, 1/2] i

∫ +∞

2µν∗
exp

{
−

(
t

µ∗ν
− 1

)
cν∗

}
dn(t) = o(1) (ν → +∞).

Застосуємо лему 2.1 до визначеної вище функцiї f ∈ S вигляду (7) з εn = c∗n
µ∗n
, де 0 ≤

c∗n ↑ +∞ — послiдовнiсть така, що
∑+∞

n=0
c∗n
µ∗n

< +∞ i εn ∈ [0, 1/2] (n ≥ 0). Тодi, за лемою

2.1, рiвностi (9) виконуються для всiх σ ∈ [1, +∞) \E2, ln -meas (E2 ∩ [1, σ)) ≤ 3
ν(σ−0)∑

k=1

εk,

звiдки

ln -measE2
def
= ln -meas (E2 ∩ [1, +∞)) ≤ 3

+∞∑

k=1

εk < +∞,

тобто E2 має скiнченну логарифмiчну мiру на промiжку [1, +∞). Отже, для всiх σ ∈
[1, +∞) \ E2 за означенням максимального члена функцiї f i за допомогою рiвностей
(9) послiдовно отримуємо

bn exp{σ(1± εν(σ))µ
∗
n} ≤ µ(σ(1± εν(σ)), f) = bν(σ) exp{σ(1± εν(σ))µ

∗
ν(σ)},

звiдки
bneσµ∗n ≤ µ(σ, f) exp{±εν(σ)(µ

∗
ν(σ) − µ∗n)σ}. (10)

Вибираючи знак “ - ” для n < ν(σ) i знак “ + ” для n > ν(σ), отримаємо нерiвнiсть

(∀n ≥ 0)(∀σ ∈ [1, +∞) \ E2) : bne
σµ∗n ≤ µ(σ, f) exp{−σ|µ∗n − µ∗ν |εν}, ν = ν(σ). (11)

Оскiльки bn = e−λn , µ∗n = ln a∗n, σ = − 1
x
, з (11) отримаємо для всiх n ≥ 0 i x ∈ [−1, 0)\E1,

де E1 — образ множини E2 при вiдображеннi x = − 1
σ
,

|an|exλn ≤ a∗nexλn = (bne
σµ∗n)−x ≤ (µ(σ, f))−x(exp{−σ|µ∗n − µ∗ν |εν})−x =

=
(
bν(σ,f)e

σµ∗
ν(σ,f)

)−x

e−|µ
∗
n−µ∗

ν(σ,f)
|εν(σ,f) = exp{xλν(σ,f) + µ∗ν(σ,f)} · e−|µ

∗
n−µ∗

ν(σ,f)
|εν(σ,f) .

Зауважимо, що для n 6= ν(σ, f) i εν(σ,f) 6= 0 маємо e−|µ
∗
n−µ∗

ν(σ,f)
|εν(σ,f) < 1. Отже

|an|exλn ≤ exλν(σ,f)+µ∗
ν(σ,f) = a∗ν(σ,f)e

xλν(σ,f) = µ(x, F∗),
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звiдки µ(x, F ) = µ(x, F∗) = a∗ν(σ,f)e
xλν(σ,f) = |aν(σ,f)|exλν(σ,f) , а тому ν(x, F ) = ν(σ, f) =

ν
(
− 1

x
, f

)
i (µ(σ, f))−x = b−x

ν(x,F )e
µ∗

ν(x,F ) = |aν(x,F )|eλν(x,F )x = µ(x, F ).
Отже, для всiх n ≥ 0 i x ∈ [−1, 0) \ E1 маємо

|an|exλn ≤ µ(x, F )e−|µ
∗
n−µ∗ν |c∗ν/µ∗ν ,

а тому

Σ1/µ(x, F ) ≤
+∞∑

n=q(ν)+1

exp
{
−

(µ∗n
µ∗ν
− 1

)
c∗ν

}
=

∑
µ∗n>2µ∗ν

exp{−(µ∗n/µ
∗
ν − 1)c∗ν} =

=

∫ +∞

2µ∗ν

exp
{
−

( t

µ∗ν
− 1

)
c∗ν

}
dn(t).

Звiдси, за лемою 2.5 отримуємо твердження леми 2.4.

Завершення доведення теореми 1. Нехай E — образ множини E0 з леми 2.1 при вiд-
ображеннi x = − 1

σ
. Тодi за лемою 2.1 маємо

ln -meas (E ∩ [−1, R)) =

∫

E∩[−1,R)

d ln
(
− 1

x

)
=

=

∫

E0∩[1,− 1
R

)

d ln t ≤ 3

ν(0− 1
R

,f)∑

k=0

εk = 3

ν(R−0,F )∑

k=0

εk.

Оскiльки при R → −0 для n = ν(R − 0, F ) маємо 0 ≤ ln µ(R,F ) − ln |an0| − λn0R =

µ∗n − µ∗n0
+ (λn − λn0)R, то |R| ≤ µ∗n−µ∗n0

λn−λn0
, а отже

1

|R| ≥
λn − λn0

µ∗n − µ∗n0

≥ µ∗nψ(µ∗n)

µ∗n − µ∗n0

= (1 + o(1))ψ(µ∗n) (n → +∞).

Звiдси

1

ln
(

1
|R|

)
∫

E∩[−1,R)

d ln

(
−1

x

)
≤ 4

∑ν(R−0,F )
k=0 εk

ln ψ(µ∗ν(R,F ))
≤ 4

∑n
k=0 εk

ln ψ(µ∗n)
→ 0 (R → −0).

Тут ми скористались лемою 2.2 з функцiєю ϕ(x) = ln ψ(x).

Нехай x ∈ [−1, 0) \ E. Тодi σ = − 1
x
∈ [1, +∞) \ E0 i за лемою 2.1, подiбно, як i

у доведеннi леми 2.4, за означенням µ(σ, f) послiдовно отримаємо, що нерiвнiсть (10)
виконується з довiльним вибором знакiв “±”, звiдки, вибираючи знаки, як i у доведеннi
леми 2.4, отримуємо нерiвнiсть (11) для всiх σ ∈ [1, +∞] \ E0. Тепер з (11) для всiх n i
всiх x ∈ [−1, 0) \ E отримуємо

|an|exλn ≤
(

µ

(
−1

x
, f

))−x

exp
{
−εν(− 1

x
,f)

∣∣∣µ∗n − µ∗
ν(− 1

x
,f)

∣∣∣
}

.
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Як i в доведеннi леми (2.4) , маємо ν
(
− 1

x
, f

)
= ν(x, F ) i

(
µ(− 1

x
, f)

)−x

= µ(x, F ).
Отже, для x ∈ [−1, 0) \ E i всiх n ≥ 0

|an|exλn ≤ µ(x, F ) exp{−εν(x,F )|µ∗n − µ∗ν(x,F )|}.
Застосовуючи леми 2.3 i 2.4, при x → −0 (x /∈ E ∪ E1) отримаємо

1

µ(x, F )

∣∣F (x + iy)− aν(x,F )e
(x+iy)λν(x,F )

∣∣ ≤ Σ1/µ(x, F ) + Σ0 = o(1)

рiвномiрно по y ∈ R. Оскiльки множина E ∪ E1 має нульову логарифмiчну щiльнiсть,
теорему 1 доведено.
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For absolutely convergent in the half-plane {z : Re z < 0} Dirichlet series F (z) =
+∞∑
n=0

anezλn ,

where 0 ≤ λn ↑ +∞ (0 ≤ n ↑ +∞), we establish conditions on the coefficients of its Newton
majorant, sufficient for the relation F (x + iy) = (1 + o(1))aν(x)e

(x+iy)λν(x) to hold as x → −0
outside some set E of zero logarithmic density in the point 0, uniformly by y ∈ R.
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Для абсолютно сходящихся в полуплоскости {z : Re z < 0} рядов Дирихле F (z) =
+∞∑
n=0

anezλn , где 0 ≤ λn ↑ +∞ (0 ≤ n ↑ +∞), установлены условия на коэффициен-

ты его мажоранты Ньютона, достаточные для справедливости соотношения F (x + iy) =
(1 + o(1))aν(x)e

(x+iy)λν(x) при x → −0 вне некоторого множества E нулевой логарифмиче-
ской плотности в точке 0, равномерно по y ∈ R.


