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В статтi розглядаються спектральнi властивостi нормальних операторiв композицiї, а
також дослiджуються деякi властивостi самоспряжених операторiв композицiї на просто-
рах аналiтичних функцiй гiльбертового простору.

Вступ

Серед лiнiйних операторiв, що дiють на просторах аналiтичних функцiй вирiзня-
ються оператори композицiї з аналiтичними вiдображеннями, якi не виводять за межi
даного класу функцiй. Точнiше, нехай U1, U2 — вiдкритi множини у комплексних бана-
хових просторах X1 та X2 iA1 таA2 — деякi лiнiйнi простори аналiтичних функцiй на U1

та U2 вiдповiдно. Якщо F : X1 → X2 — аналiтичне вiдображення таке, що f(F (x)) ∈ A1

для кожної функцiї f ∈ A2, то вiдображення TF : f 7→ f ◦ F є лiнiйним оператором з
A2 в A1.

В 1960-х роках Й. Риф [15], Е. Нордгрен [13] та Г. Шварц [16] описали зв’язок мiж
властивостями операторiв композицiї та теорiєю функцiй. Їхнi досягнення поклали по-
чаток активнiй дiяльностi з вивчення операторiв композицiї, яка включає дослiдження
спектру ([7, 8, 11, 10]) i компактностi ([12, 17]).

Спектральнi властивостi лiнiйних операторiв добре описанi у вiдомих працях У. Ру-
дiна [5], Н. Данфорда й Дж. Т. Шварца [3], а також Н.I. Ахiєзера, I.М. Глазмана [1].
В данiй статтi дослiджено цi ж властивостi для операторiв композицiї на просторах
аналiтичних функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних. Також в статтi розглядаються
властивостi самоспряжених операторiв композицiї. Вiдомо, що не завжди, спряжений
оператор до оператора композицiї TF буде оператором композицiї. В данiй роботi ми
розглянемо умови, при яких TF є самоспряженим оператором композицiї.

2000 Mathematics Subject Classification: 46J15, 46J20, 46E15.

c©Можировська З.Г., 2009



70 Можировська З.Г.

1 Попереднi вiдомостi

Спектральна теорема в нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi вiдповiдає
класичнiй теоремi лiнiйної алгебри про зведення ермiтової матрицi до дiагонального
вигляду в n-вимiрному просторi.

Нехай T — лiнiйний обмежений оператор в гiльбертовому просторi E, T ∗ — спря-
жений оператор , (x, y) — скалярний добуток в E, x, y ∈ E. За означенням (Tx, y) =

(x, T ∗y).

Означення 1.1. Оператор T називається нормальним, якщо TT ∗ = T ∗T .

Наведемо деякi вiдомi результати зi спектральної теорiї нормальних операторiв (див.
[3]). Будемо позначати ρ(T ) — резольвентна множина, σ(T ) — спектр оператора T , λ —
власне значення оператора T .

Спектральнi множини визначаються як пiдмножини спектру σ(T ), якi одночасно
вiдкритi та замкненi в топологiї простору.

Кожнiй спектральнiй множинi σ вiдповiдає проектор

E(σ) =
1

2πi

∫

C(σ)

(λI − T )−1dλ, (1)

де C(σ) — довiльна орiєнтована жорданова крива в резольвентнiй множинi ρ(T ), яка
охоплює σ. Цi проектори задовольняють такi вiдношення:

E(σ ∩ δ) = E(σ) ∩ E(δ),

E(σ ∪ δ) = E(σ) ∨ E(δ) = E(σ) + E(δ)− E(σ ∩ δ),

E(σ(T )) = I, E(∅) = 0, (2)

де σ i δ — довiльнi спектральнi множини, I — одиничний оператор, ∅ — порожня
множина.

Вiдношення (2) показують, що вiдповiднiсть σ → E(σ) є гомоморфним вiдображен-
ням булевої алгебри спектральних множин на булеву алгебру проекторiв X . Крiм того,
цей гомоморфiзм переводить одиницю σ(T ) алгебри спектральних множин в одиницю
I алгебри проекторiв.

Спектральною мiрою в банаховому просторi X називається гомоморфне вiдображе-
ння булевої алгебри множин в булеву алгебру проекторiв в X , яке переводить одиницю
вихiдної алгебри в одиничний оператор I.

Отже, за спiввiдношенням (1) з кожним обмеженим оператором T в комплексному
банаховому просторi пов’язана спектральна мiра E , яка визначена на сiм’ї спектральних
множин оператора T . Ця спектральна мiра пов’язана з T також спiввiдношеннями:

E(δ)T = TE(δ), σ(Tδ) = δ, (3)

де δ — довiльна спектральна множина оператора T , а σ(Tδ) — спектр звуження Tδ

оператора T на пiдпростiр Xδ = E(δ)X .
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Нормальний оператор T в гiльбертовому просторi E породжує спектральну мiру,
яка визначена на булевiй алгебрi B всiх борелiвських множин комплексної площини i
задовольняє умовi (3) для всiх δ ∈ B. Ця спектральна мiра, яка пов’язана з нормальним
оператором є злiченно адитивною на B в сильнiй операторнiй топологiї. Це означає, що

∞∑
i=1

E(δi)x = E (∪∞i=1δi) x, (4)

x ∈ X, {δi} — довiльна послiдовнiсть множин, якi не перетинаються.
Спектральна мiра E , яка визначена на борелiвських множинах комплексної площини

i яка задовольняє умовi (3) для кожної борелiвської множини δ i умовi (4) для будь-якої
послiдовностi неперетинних борелiвських множин {δi}, називається розкладом одиницi
для оператора T .

Спектральна теорема для обмежених нормальних операторiв в гiльбертовому про-
сторi стверджує, що кожний такий оператор має однозначно визначений розклад оди-
ницi (див. [3]).

Теорема 1. Обмежений нормальний оператор T однозначно визначає на борелiвських
множинах комплексної площини регулярну злiченно адитивну самоспряжену спек-
тральну мiру E , яка перетворюється в нуль на ρ(T ) i володiє тiєю властивiстю, що

f(T ) =

∫

σ(T )

f(λ)E(dλ), f ∈ C(σ(T )).

Однозначно визначена спектральна мiра в цiй теоремi є розкладом одиницi для T .

Теорема 2. Регулярна злiченно адитивна самоспряжена спектральна мiра E , яка ви-
значена на борелiвських множинах комплексної площини, тодi i тiльки тодi є розкладом
одиницi для нормального оператора T, коли T =

∫
σ(T )

λE(dλ).

Побудуємо простiр на якому розглянемо спектральнi властивостi операторiв компо-
зицiї.

Простори Hη будуються як спряженi до абстрактних симетричних просторiв Фока
Fη над простором E. Тобто Fη є зваженi `2-суми симетричних гiльбертових тензорних
добуткiв простору E. Таким чином, кожна функцiя f ∈ Hη має вигляд f(x) = 〈η(x) | f〉,
де f — деякий елемент з Fη, x ∈ E, а η : U → Fη — вкладення з U ∈ E в Fη.
Вiдображення η має вигляд

η(x) =
∞∑

k1+···+kn=0

∑
i1<···<in

ck1...kn
i1...in

xk1
i1

. . . xkn
in

ek1
i1

. . . ekn
in

=

=
∞∑

|(k)|=0

∑

[i]

c
(k)
[i] x

(k)
[i] e

(k)
[i] . (5)

Якщо (en)∞n=1 — ортонормована база в E, то e
(k)
[i] := ek1

i1
⊗s· · ·⊗se

kn
in
, kj ≥ 0, k1+· · ·+kn =

n, i1 < . . . < in, ортогональна база в Fη i
∥∥∥e

(k)
[i]

∥∥∥ =
(
c
(k)
[i]

)−2

.
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Теорема 3. Припустимо, що iснує константа S > 0 i послiдовнiсть додатних чисел
(Mn) така, що

lim sup
n→∞

n
√

Mn = M ≤ ∞
i для кожного n

0 < c
(k)
[i] = ck1...kn

i1...in
≤ SM2

n

(k1 + · · ·+ kn)!

k1! · · · kn!
= SM2

n

n!

k1! · · · kn!
,

де n = k1 + · · ·+ kn. Тодi iснує вiдкрита пiдмножина U ⊂ E, U 3 0, така, що

i) Ряд (5) збiгається для кожного x ∈ U i η є аналiтичним вiдображенням з U в Fη.

ii) Для кожного ϕ ∈ Fη вiдображення fϕ(x) = 〈η(x) | ϕ〉 є аналiтичною функцiєю на
U.

iii) Функцiя
〈
η(x)

∣∣∣e(k)
[i]

〉
є n-однорiдним полiномом i

〈
η(x)

∣∣∣e(k)
[i]

〉
= xk1

i1
· · · xkn

in
.

iv) Множина {η(x) : x ∈ U} є щiльною в Fη.

Теорема 4. Припустимо, що константа S > 0 i послiдовнiсть додатних чисел (Mn) є
такими, що

lim
n→∞

n
√

Mn = 0

i
c
(k)
[i] ≤ SM2

n

n!

k1! · · · kn!
,

де c
(k)
[i] =

∥∥∥e
(k)
[i]

∥∥∥
−2

, e(k)
[i] — ортогональна база в Fη. ТодiHη = F∗

η є гiльбертовим простором,
який складається з цiлих функцiй обмеженого типу на E.

Цей простiр розглядався в роботi Ю.М. Березанського та Ю.Г. Кондратьєва [2], а
також дослiджувався в роботах А.В. Загороднюка та О.В. Лопушанського [4].

2 Спектральний розклад для нормальних операторiв композицiї

Нехай E — комплексний гiльбертiв простiр. Розглянемо спектральнi властивостi
нормального оператора композицiї TF : Hη → Hη, TF (f)(x) = f(F (x)).

Теорема 5. Якщо F : E → E — лiнiйний нормальний оператор, то оператор TF є
нормальним.

Доведення. Нехай F — лiнiйний нормальний оператор. Доведемо, що оператор компо-
зицiї TF є нормальним оператором. Вiзьмемо функцiю f(x) ∈ D(TF ), тодi для деякого
елемента

u =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

unk
⊗ · · · ⊗ unk︸ ︷︷ ︸

n
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f(x) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

(x|unk
)n, f(F (x)) =

∞∑
n=0

∞∑

k=1

(F (x)|unk
)n.

Отже,

T ∗
F TF (f(x)) = T ∗

F (f(F (x))) =
∞∑

n=0

∞∑

k=1

(F (F ∗(x))|unk
)n =

=
∞∑

n=0

∞∑

k=1

(F ∗(F (x))|unk
)n = TF T ∗

F (f(x)).

Тобто оператори F i F ∗ комутують на спiльнiй областi визначення. Таким чином, опе-
ратор TF є нормальним. Теорему доведено.

Теорема 6. Нехай F — нормальний (не обов’язково обмежений) лiнiйний оператор в
E з областю визначення D(F ), B(C) 3 λ → E(λ) ∈ L(E) — розклад одиницi цього
оператора в E. Тодi TF , як оператор в просторi Hη, допускає зображення

TF =
∞∑

n=1

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn),

де σ(F ) позначає спектр оператора F .

Доведення. Нехай x =
∫

σ(F )

E(dλ)x, E(λ) — розклад одиницi в E, який вiдповiдає лiнiй-

ному оператору F , x ∈ D(F ). Тодi для x1, . . . xn ∈ D(F )

x1 ⊗s · · · ⊗s xn =

∫

σ(F )

E(dλ)x1 ⊗s · · · ⊗s

∫

σ(F )

E(dλ)xn.

Нехай

wn =
∑

k

∫

σ(F )

E(dλ)yk ⊗ · · · ⊗
∫

σ(F )

E(dλ)yk

︸ ︷︷ ︸
n

−

елемент з ⊗n
s E, який належить областi визначення ⊗n

s D(F ).

Вiзьмемо

fn(x) = 〈x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸
n

| wn〉 = 〈x(n) | wn〉.
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Тодi fn ∈ D(TF ).

fn(F (x)) = 〈F (x)⊗ · · · ⊗ F (x)︸ ︷︷ ︸
n

|
∑

k

∫

σ(F )

E(dλ)yk ⊗ · · · ⊗
∫

σ(F )

E(dλ)yk〉 =

=
∑

k

〈
F (x) |

∫

σ(F )

E(dλ)yk

〉n

=
∑

k

〈 ∫

σ(F )

λE(dλ)x |
∫

σ(F )

E(dλ)yk

〉n

=

=
∑

k

( ∫

σ(F )

λ〈E(dλ)x |
∫

σ(F )

E(dλ)yk〉
)n

=

=
∑

k

( ∫

σ(F )

λ1〈E(dλ1)x | E(dλ1)yk〉
)
· · ·

( ∫

σ(F )

λn〈E(dλn)(x) | E(dλn)yk〉
)

=

=
∑

k

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λn〈E(dλ1)(x) | E(dλ1)(yk)〉

· · · 〈E(dλn)(x) | E(dλn)(yk)〉 =
∑

k

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λn

〈E(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn)x(n) | E(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn)y
(n)
k 〉 =

=
〈∑

k

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn)(x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸
n

) | wn

〉
.

Отже,

TF (fn) =
∑

n

〈 ∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn) | wn

〉
.

Теорему доведено.

Нехай δ — деяка борелiвська пiдмножина в σ(TF ). Позначимо

∆n(δ) = {(λ1, . . . , λn) ∈ Cn | λ1 · · ·λn ∈ δ, λ1, . . . , λn ∈ σ(F )}.

Оскiльки функцiя (λ1, . . . , λn) → λ1 · · ·λn є неперервною i множина {(λ1, . . . , λn) ∈
Cn | λ1, . . . , λn ∈ σ(F )} є замкненою, то множина ∆n(δ) є борелiвською в Cn. То-
му iснує iнтеграл

En(δ) :=

∫

∆n(δ)

· · ·
∫

∆n(δ)

E(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn).

Позначимо E(δ) =
∞∑

n=0

En(δ), де у випадку n = 0 ми розглядаємо мiру Лебега на C. З

властивостей iнтеграла випливає, що E(δ) є спектральною мiрою, яку будемо позначати
E(λ), λ ∈ C. За побудовою бачимо, що

∞∑
n=0

∫

σ(TF )

λEn(dλ) =
∞∑

n=0

∫

∆n(δ)

· · ·
∫

∆n(δ)

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn) =
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=
∞∑

n=1

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn).

Тому за теоремою 6

TF =
∞∑

n=0

∫

σ(TF )

λEn(dλ) =
∞∑

n=1

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

λ1 · · ·λnE(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn).

Таким чином, ми можемо довести наступну теорему.

Теорема 7. Обмежений нормальний оператор TF однозначно визначає на борелiв-
ських множинах комплексної площини регулярну злiченно адитивну самоспряжену спе-
ктральну мiру E(λ), яка перетворюється в нуль на ρ(TF ) i володiє тiєю властивiстю, що

g(TF ) =
∞∑

n=1

∫

σ(F )

· · ·
∫

σ(F )

g(λ1 · · ·λn)E(dλ1)⊗s · · · ⊗s E(dλn)

для кожної функцiї g з C(σ(F )).

Доведення. Якщо приймемо E(λ) = 0, коли σ(TF ) — порожня множина, то твердження
теореми безпосередньо випливає з сформульованого вище i наслiдку [3, ст. 21]. Теорему
доведено.

Згiдно з теоремою 2 однозначно визначена спектральна мiра E(λ) є розкладом оди-
ницi для оператора TF .

Наслiдок 2.1. Якщо F : E → E — нормальний оператор i σ(F ) — спектр, то спектр
оператора TF : Hη → Hη має вигляд:

σ(TF ) = {λ1 · · ·λn | λ1, . . . , λn ∈ σ(F )}.
Наслiдок 2.2. Нехай F : E → E — лiнiйний нормальний оператор. Оператор TF :

Hη → Hη — неперервний тодi i тiльки тодi, коли ‖F‖ ≤ 1.

Доведення. Якщо ‖F‖ ≤ 1, то TF — нормальний оператор i σ(TF ) — обмежена множина.
Звiдси випливає, що оператор TF — неперервний.

Якщо ‖F‖ > 1, то iснує λ ∈ σ(F ), |λ| > 1. Тому λk → ∞ при k → ∞. Крiм того
λk ∈ σ(TF ) ∀k, тодi σ(TF ) — необмежена множина, а отже оператор TF — необмежений.
Отримали протирiччя. Наслiдок доведено.

Зауваження 2.1. Нехай v(t) — деяка функцiя однiєї комплексної змiнної, яка непе-
рервна на σ(F ). В загальному випадку, коли функцiя v(t) =

∑∞
k=0 vkt

k — полiном, то
легко бачити, що

v(TF )(f) =
∞∑

k=0

vk(TF )k(f) 6= Tv(F )(f).

Проте, якщо v(t) = tn, то отримаємо

v(TF )(f) = T n
F (f) = f(F · · · (F (x))︸ ︷︷ ︸

n

) = f(F n(x)) = TF n(f) = Tv(t)(f).
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3 Спряженi оператори композицiї

Нехай E — комплексний гiльбертiв простiр. Розглянемо умови самоспряженостi опе-
ратора композицiї TF , TF : Hη → Hη, TF (f)(x) = f(F (x)).

Твердження 3.1. Нехай TF — оператор композицiї на Hη для деякого аналiтичного
вiдображення F. Якщо T ∗

F — оператор композицiї з аналiтичним вiдображенням G, то
F i G — лiнiйнi оператори.

Доведення. Припустимо, що T ∗
F = TG. Нехай F =

∞∑

k=0

Fk, G =
∞∑

k=0

Gk, де Fk, Gk — одно-

рiднi полiномiальнi вiдображення. Припустимо, що g1 — деякий лiнiйний функцiонал i
fk — довiльний k-однорiдний полiном. Нехай Lk — k-лiнiйне симетричне вiдображення
таке, що fk(x) = Lk(x, . . . , x). Тодi

fk

( ∞∑
n=0

Gn(x)

)
= fk(x0) + nLk(G1(x), x0 · · · x0) +

∞∑
m=2

gm(x),

де x0 = G0 = G(0), gm — m-однорiдний полiном. Отже, для однорiдного полiнома fk

будемо мати:
〈TF (g1) | fk〉 = 〈g1(Fk(x)) | fk〉 =

= 〈g1 | fk(x0) + nLk(G1(x), xk−1
0 ) +

∞∑
m=2

gm(x)〉 =

= 〈g1 | nLk(G1(x), xk−1
0 )〉.

Вiзьмемо замiсть x ∈ E елемент λx, де λ ∈ C

〈g1(Fk(λx)) | fk〉 = λk〈g1(Fk(x)) | fk〉 = λ〈g1 | nLk(G1(x), xk−1
0 )〉.

Це виконується лише при k = 1.

Отже,

〈TF (g1) | fk〉 =
〈
g1

( ∞∑
n=0

Fn(x)
)∣∣∣fk

〉
=

〈 ∞∑
n=0

g1(Fn)
∣∣∣fk

〉
= 〈g1(Fk(x)) | fk〉.

З iншого боку

〈g1 | TG(fk)〉 =
〈
g1

∣∣∣fk

( ∞∑
n=0

Gn(x)
)〉

.

Покажемо, що Fk = 0 при k 6= 1. Справдi, при k 6= 1

0 =
〈
g1

( ∞∑
n=0

Fn(x)
)∣∣∣fk

〉
= 〈g1(Fk(x)) | fk〉

для кожного g1 — лiнiйного, fk — k-однорiдного полiнома. Звiдси отримуємо, що Fk = 0.
Таким чином, F — лiнiйний оператор. Оскiльки T ∗

G = T ∗∗
F = TF , то G — лiнiйний.

Твердження доведено.
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Теорема 8. Нехай, тепер F : E → E — деяке аналiтичне вiдображення. Припустимо,
що η задовольняє умови теореми 3 для деякої вiдкритої кулi U ∈ E з центром в нулi.
Оператор TF — обмежений i самоспряжений тодi i тiльки тодi, коли F — самоспряжений
лiнiйний оператор, ‖F‖ ≤ 1. Якщо ‖F‖ > 1, то TF — самоспряжений необмежений
оператор.

Доведення. Якщо TF — самоспряжений оператор, то з твердження 3.1 випливає, що
F — лiнiйний. Крiм того, TF (f1) = F ∗(f1) для кожного лiнiйного фукцiонала f1. Тому
F — самоспряжений.

Нехай x, z ∈ E. Внаслiдок самоспряженостi вiдображення F будемо мати:

〈TF η(x) | η(z)〉 = 〈η(F (x)) | η(z)〉 =

=
∑

|(k)|=n

∑

[i]

〈
c
(k)
[i] F

(
x

(k)
[i] e

(k)
[i]

) ∣∣∣c(k)
[i] z

(k)
[i] e

(k)
[i]

〉
=

∑

|(k)|=n

∑

[i]

(
c
(k)
[i]

)2 〈
F

(
x

(k)
[i] e

(k)
[i]

) ∣∣∣z(k)
[i] e

(k)
[i]

〉
=

=
∑

|(k)|=n

∑

[i]

(
c
(k)
[i]

)2 〈
x

(k)
[i] e

(k)
[i]

∣∣∣F
(
z

(k)
[i] e

(k)
[i]

)〉
=

∑

|(k)|=n

∑

[i]

〈
c
(k)
[i] x

(k)
[i] e

(k)
[i]

∣∣∣F
(
c
(k)
[i] z

(k)
[i] e

(k)
[i]

)〉
=

= 〈η(x) | η(F (z))〉 = 〈η(x) | TF η(z)〉.
Оскiльки лiнiйна оболонка множини {〈· | η(z)〉 : z ∈ U} є щiльною в Hη, то 〈TF (f) |

g〉 = 〈f | TF (g)〉 ∀f, g ∈ D(TF ).
Отже, TF — симетричний оператор. Тому, за наслiдком 2.2, якщо F — лiнiйний

неперервний самоспряжений оператор з E в E, то TF — самоспряжений i замкнений.
Якщо ‖F‖ ≤ 1, то TF — обмежений. Теорему доведено.

Зауважимо, що якщо F — лiнiйний унiтарний оператор, то TF також є унiтарним
оператором. Навпаки, з унiтарностi TF випливає, що T ∗

F = (TF )−1 = TF−1 . Тому F —
бiєктивне аналiтичне вiдображення i F−1 — аналiтичне. Тодi, за твердженням 3.1, F —
лiнiйний оператор. При цьому (TF )∗ = TF ∗ . Отже, F — унiтарний оператор.

Означення 3.1. ϕ — внутрiшнє аналiтичне вiдображення з одиничної кулi в C2, якщо
для майже всiх z = (z1, z2), |z| = 1

lim
r→1−

|ϕ(rz)| = 1.

В статтi [9] показано, що для довiльного внутрiшнього вiдображення ϕ на C2 i не-
вiд’ємних цiлих N i M вiдображення композицiї TF , де

F (z1, z2) = (z1ϕ
M(z1, z2), z2ϕ

N(z1, z2)) (6)

є iзометричним оператором на просторi Хардi H2(B2).

В роботi [6] доведено iснування нетривiальної внутрiшньої функцiї ϕ(z) на одиничнiй
кулi в Cn, яка не є рацiональною функцiєю.

Таким чином, для довiльних фiксованих N i M композицiя TF з вiдображенням F ,
яке задається формулою (6) є лiнiйним iзометричний (але не унiтарним) оператором на
просторi Hη = H2(B2), який є композицiєю з нелiнiйним аналiтичним вiдображенням.
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