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У декартовому добутку часового вiдрiзка та просторового багатовимiрного тора для
строго гiперболiчного рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами дослiджено умови розв’язностi
задачi з багатоточковими нелокальними умовами. За допомогою метричного пiдходу вста-
новлено iснування та єдинiсть розв’язку у шкалi просторiв Соболєва. Доведено теорему
про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають у процесi побудови цього розв’яз-
ку. Встановлено залежнiсть мiж гладкiстю розв’язку, гладкiстю правих частин задачi та
коефiцiєнтами крайових умов.

1 Постановка задачi. Позначення

В областi Dp = [0, T ] × Ωp
2π, де T > 0, Ωp

2π = (R/2πZ)p — p-вимiрний тор (R/2πZ)p,
розглядається багатоточкова задача для строго гiперболiчного рiвняння

L(t,Dt, D)u ≡ Dn
t u +

n∑
j=1

Aj(t,D)Dn−j
t u = 0, Dt = ∂/∂t, (1)

з нелокальними багатоточковими умовами

lu ≡
M∑

α=1

n∑
j=1

Bjα(D)Dn−j
t u

∣∣
t=tα

= ϕ, (2)

що пов’язують значення невiдомої функцiї u = u(t, x) та її похiдних Dtu, . . . , Dn−1
t u в

рiзних M точках t1, . . . , tM , причому M ≥ 2, 0 ≤ t1 < · · · < tM ≤ T .

2000 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54B30.

c© Iлькiв В.С., 2009



48 Iлькiв В.С.

Коефiцiєнти Aj(t,D) рiвняння (1) — диференцiальнi оператори порядку jl вигляду
Aj(t, D) =

∑
|s|≤jl

ajs(t)D
s, де ajs(t) — неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [0, T ] компле-

кснозначнi функцiї, Ds = Ds1
1 · · ·Dsp

p , D1 = −i∂/∂x1, . . . , Dp = −i∂/∂xp, s = (s1, . . . , sp),
|s| = s1 + · · ·+ sp.

Нехай A0
j(t,D)— головна частина Aj(t,D), тодi Aj(t,D) = A0

j(t, D) + A1
j(t,D), де

A0
j(t, D) =

∑
|s|=jl

ajs(t)D
s, а A1

j(t,D) =
∑

|s|≤(j−1)l

ajs(t)D
s, тобто припускаємо, що коефiцi-

єнти ajs(t) молодшої частини дорiвнюють нулевi при (j − 1)l + 1 < |s| < jl, j = 1, . . . , n.
Iз строгої гiперболiчностi диференцiального рiвняння (1) випливає, що для всiх ве-

кторiв (t, ξ) ∈ [0, T ]× Rp \ {0} коренi λ1(t, ξ), . . . , λn(t, ξ) алгебричного рiвняння

λn +
n∑

j=1

A0
j(t, ξ)λ

n−j = 0 (3)

є уявними та рiзними. Тому цi коренi є неперервно диференцiйовними функцiями за
змiнною t та гладкими за змiнною ξ, модуль дискримiнанта

∏
1≤i<j≤n

(
λi(t, ξ) − λj(t, ξ)

)2

многочлена λn +
∑n

j=1 A0
j(t, ξ)λ

n−j є додатною функцiєю.
Оператори Bjα(D) в умовах (2) — це стовпцi з n елементiв такого вигляду: Bjα(D) =∑

|s|≤jl

BjαsD
s, де Bjαs — вектори iз Cn. Деякi компоненти (якi виберемо далi) векторiв

Bjαs ∈ Cn будемо вважати параметрами задачi (1), (2).
Натуральне число l характеризує рiст коренiв λj(t, ξ), а саме: абсолютна величина

кореня λj(t, ξ) при ξ →∞ росте не швидше, нiж |ξ|l, тобто полiномiально.
Задача (1), (2) розглядалася в роботi [1] для систем неоднорiдних безтипних дифе-

ренцiальних рiвнянь, а також для випадку двоточкових умов в роботах [3, 2]. Встановле-
но розв’язнiсть задач у просторах Eh,l = Eh,l(Ω

p
2π), h, l ∈ R, перiодичних вектор-функцiй

ψ(x) =
∑
k

ψ̂ke
i(k,x), якi отримуються у результатi поповнення множини тригонометри-

чних многочленiв за нормою

‖ψ;Eh,l(Ω
p
2π)‖ =

( ∑

k∈Zp

exp(2hk̃ l)ψ̂∗kψ̂k

)1/2

,

де x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp
2π, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp — цiлочисловий вектор, (k, x) = k1x1 +

· · ·+kpxp, k̃ = (1+k2
1+· · ·+k2

p)
1/2, а символ

”
∗“ позначає операцiю ермiтового спряження.

Цi простори складаються з функцiй, коефiцiєнти Фур’є яких мають експоненцiйну
поведiнку. Така властивiсть є характерною ознакою нелокальних задач для безтипних
рiвнянь з частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами.

Для рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами задачi типу (1), (2) мають розв’язки [4, 5] у
шкалi просторiв Соболєва {Hq(Ω

p
2π)}, де простiр Hq(Ω

p
2π), q ∈ R, є поповненням множи-

ни тригонометричних многочленiв за нормою

‖ψ;Hq(Ω
p
2π)‖ =

( ∑

k∈Zp

k̃ 2qψ̂∗kψ̂k

)1/2

.

У роботах [6, 7, 8] встановлено, що розв’язки нелокальних задач для рiвнянь зi
змiнними коефiцiєнтами гiперболiчного типу (строго гiперболiчних) другого порядку
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за змiнною t, також належать шкалi просторiв Соболєва, якщо цiй шкалi належать
правi частини задач.

Нелокальнi задачi для гiперболiчних рiвнянь та систем зi сталими коефiцiєнтами,
факторизованих та деяких iнших рiвнянь вивчалися, зокрема, у роботах [9, 10, 11, 12]

Розглядуванi задачi є некоректними за Адамаром, а їх розв’язнiсть пов’язана з про-
блемою малих знаменникiв, якi виникають в рядах Фур’є, що зображають формальнi
розв’язки. Для отримання оцiнок знизу малих знаменникiв використовується метри-
чний пiдхiд [13, 14].

Iснування розв’язку встановлюється для всiх задач за винятком множини задач
малої мiри в просторi коефiцiєнтiв крайових умов.

В данiй роботi, яка є продовженням роботи [8] на випадок змiнних коефiцiєнтiв в
головнiй частинi рiвняння, показано, що майже всi задачi (1), (2) розв’язнi в просторах
Соболєва, подiбно до нелокальних задач для диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними зi сталими коефiцiєнтами. Встановлено гладкiсть їх розв’язкiв та залежнiсть
гладкостi вiд коефiцiєнтiв нелокальних умов.

Розв’язком задачi (1), (2) у шкалi просторiв {Hq(Ω
p
2π)}q∈R називаємо n разiв непе-

рервно диференцiйовну на вiдрiзку [0, T ] функцiю u = u(t, x) таку, що для кожного
t ∈ [0, T ] елементи u(t, ·), Dtu(t, ·), . . . , Dn−1

t u(t, ·) належать до цiєї шкали, i u задоволь-
няє рiвняння (1) та умови (2) у слабкому сенсi:

∫

Ωp
2π

L(t,Dt, D)u(t, ·)w dt = 0,

∫

Ωp
2π

(lu− ϕ)w dt = 0

для всiх t ∈ [0, T ] та для всiх тригонометричних многочленiв w = w(x).
Розв’язок шукаємо в банаховому просторi Hn

l,q(Dp), де Hn
l,q(Dp), l, q ∈ R, n ∈ N, —

простiр функцiй u = u(t, x) таких, що Dj
tu ∈ C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)

)
для кожного значення

j = 0, 1, . . . , n; норму в просторi Hn
l,q(Dp) визначимо формулою

‖u;Hn
l,q(Dp)‖ =

( n∑
j=0

‖Dj
tu;C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)

)‖2
)1/2

.

Якщо U j ∈ C
(
[0, T ],Hq(Ω

p
2π)

)
для j = 1, . . . , n, то вважаємо, що вектор-функцiя

U = col(U1, . . . , Un) належить до Hq(Dp) i ‖U ;Hq(Dp)‖2 =
n∑

j=1

‖U j;C
(
[0, T ],Hq(Ω

p
2π)‖2.

Для довiльної послiдовностi комплексних чисел F (k) введемо псевдодиференцiаль-
ний оператор F (D), який дiє у шкалi просторiв {Hq(Ω

p
2π)} за формулою

F (D)ψ(x) =
∑

k∈Zp

F (k)ψ̂ke
ikx,

де ψ(x) =
∑

k∈Zp

ψ̂ke
ikx. Якщо послiдовнiсть |F (k)| обмежена зверху, то оператор F (D) є

обмеженим оператором у цiй шкалi, якщо— знизу, то обмеженим є оператор F−1(D);
всякий обмежений оператор вiдображає простiр Hq(Ω

p
2π) в себе.

Послiдовнiсть k̃ , що використовується в означеннi норми ‖ϕ;Hq(Ω
p
2π)‖, визначає опе-

ратор D̃, який для всiх q1 ∈ R справджує формулу ‖ϕ;Hq(Ω
p
2π)‖ = ‖D̃q1ϕ;Hq−q1(Ω

p
2π)‖

для довiльної функцiї ϕ з простору Hq(Ω
p
2π), зокрема ‖ϕ;Hq(Ω

p
2π)‖ = ‖D̃qϕ;H0(Ω

p
2π)‖.
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2 Побудова розв’язку та умови iснування у просторах Соболєва

Нехай λj(t, k) = ik̃ lµj(t, k) при j = 1, . . . , n, а функцiя Uk(t) визначається формулою

Uk(t) = col
(
U1

k (t), . . . , Un
k (t)

)
= col

(
k̃ nluk(t), k̃

(n−1)lu′k(t), . . . , k̃
lu

(n−1)
k (t)

)
, (4)

де uk(t) — коефiцiєнти Фур’є розв’язку u задачi (1), (2). Якщо U ∈ Hq−nl(Dp), то iз за-
мiни (4) випливає, що Dj

tu ∈ C
(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)

)
при j = 0, 1, . . . , n, тобто u ∈ Hn

l,q(Dp).
Вектор-функцiя U = col(U1, . . . , Un) =

∑
k∈Zp

Uk(t)e
ikx задовольняє систему диферен-

цiальних рiвнянь

DtU = iD̃lA(t, D)U, A(t,D) = A0(t,D) + A1(t,D), (5)

де A0(t,D) i A1(t,D) оператор-матрицi порядку n з елементами A0
ij(t,D) та A1

ij(t,D),
причому A0(t, 0) = 0, A1

i,i+1(t, 0) = 1, A0
i,i+1(t, k) = 1 при k 6= 0, i = 1, . . . , n − 1,

A0
nj(t, k) = −i−jA0

j(t, k/k̃ l), A1
nj(t, k) = −(ik̃ l)−jA1

j(t, k), всi iншi елементи A0
ij(t, k) та

A1
ij(t, k) є нулями. Оператори A0(t,D) та iD̃lA1(t,D)— обмеженi для всiх t ∈ [0, T ].
Числа µj(t, k) дорiвнюють нулевi при k = 0, а при k 6= 0 є простими коренями

многочлена

L0(µ, t, k) = µn +
n∑

j=1

A0
nj(t, k)µn−j =

n∏
j=1

(
µ− µj(k)

)
(6)

з обмеженими на [0, T ] × Zp коефiцiєнтами A0
nj(t, k), j = 1, . . . , n, тому вони також

обмеженi зверху:
sup
j,t,k

|µj(t, k)| ≤ µ̃, (7)

де µ̃ залежить лише вiд |ajs|, |s| = jl, j = 1, . . . , n, а похiдна L̇0(µ, t, k), k 6= 0, за
змiнною µ многочлена (6) на його коренях внаслiдок строгої гiперболiчностi обмежена
знизу, тому

sup
j,t,k

|L̇0(µj(k), t, k)| = sup
j,t,k

n∏

j=1,j 6=α

∣∣µj(t, k)− µα(t, k)
∣∣ ≥ d. (8)

Введемо новi невiдомi вектори Zk(t) = col
(
Z1

k(t), . . . , Zn
k (t)

)
за формулою

Uk(t) = R(t, k)G(t, k)Zk(t), (9)

де R(t, 0), G(t, 0) — одиничнi матрицi, R(t, k) =
(
µα−1

j (t, k)
)n

α,j=1
— матриця Вандер-

монда, G(t, k) = diag
(
exp(ik̃ l

∫ t

0
µj(τ, k) dτ)

)n

j=1
—дiагональна матриця, тому для k 6= 0

маємо Uα
k (t) =

n∑
j=1

µα−1
j (t, k) exp

(
ik̃ l

∫ t

0
µj(τ, k) dτ

)
Zj

k(t), а також Uα
0 (t) = Zα

0 (t) для k = 0.

Оскiльки G′(t, k) = iD̃l diag(µj(t, k))n
j=1 · G(t, k), то функцiя Z =

∑
k∈Zp

Zk(t)e
ikx, задо-

вольняє систему диференцiальних рiвнянь

DtZ = G−1(t,D)R−1(t,D)
(
iD̃lA1(t,D)R(t,D)G(t,D)−DtR(t,D)G(t,D)

)
Z. (10)
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Елементи iD̃lA1
ij(t,D) матрицi iD̃lA1(t,D) є обмеженими операторами, як i елементи

матриць R(t,D) та G(t,D), для всiх t ∈ [0, T ]. Оберненi матрицi R−1(t,D) та G−1(t,D)

мають обмеженi елементи, оскiльки [15, 16, с. 428]

R−1(t, k) = diag
((

L̇0(µj(t, k), t, k)
)−1)n

j=1
· (A0

n,n−i−j+1(t, k)
)n

i,j=1
·R(t, k),

G−1(t, k) = diag
(
exp(−ik̃ l

∫ t

0

µj(τ, k) dτ)
)n

j=1
,

де A0
n,0(t, k) — одинична, а A0

n,j(t, k) — нульова матрицi при j < 0 та k 6= 0; елементи
(α− 1)Dtµj(t, k)µα−2

j (t, k) матрицi DtR(t, D) також є обмеженими операторами.

Теорема 1. Якщо вектор-функцiя Z задовольняє систему рiвнянь (10) i Z ∈ Hq1(Dp),
q1 ∈ R, то вектор-функцiя U = R(t,D)G(t,D)Z задовольняє систему рiвнянь (5) i
належить до простору Hq1(Dp). Якщо фундаментальна1 матриця Φj(t,D) системи (10)
нормована рiвнiстю Φj(tj, D) = G−1(tj, D)R−1(tj, D), де j = 1, . . . , n, то

U = R(t,D)G(t,D)Φj(t,D)C ∈ Hq1(Dp), U(tj, ·) = C, (11)

для довiльної вектор-функцiї C ∈ Hq1(Ω
p
2π).

Доведення. Оскiльки стовпцi матрицi R(t,D) i числа µj(t,D) є вiдповiдно власними
векторами та власними значеннями матрицi A0(t,D), а значить

R(t,D)DtG(t,D) = iD̃lR(t,D) diag
(
µj(t,D)

)n

j=1
G(t,D) = iD̃lA0(t,D)R(t,D)G(t, D),

i G−1(t,D)R−1(t,D)DtZ = iD̃lA1(t,D)R(t,D)G(t,D) − DtR(t,D)G(t,D)Z, останнє ви-
пливає з рiвностi (10), то

DtU = R(t,D)DtG(t,D)Z + DtR(t,D)G(t,D)Z + R(t,D)G(t,D)DtZ =

= iD̃lA0(t,D)R(t,D)G(t,D)Z + ĩ DlA1(t, D)R(t,D)G(t,D)Z,

тобто DtU = iD̃lA(t,D)U . Внаслiдок обмеженостi операторiв R(t,D) i G(t,D) та iз
умови Z ∈ Hq1(Dp) випливає включення U ∈ Hq1(Dp).

Загальний розв’язок рiвняння Z ′
k = A2(t, k)Zk, де

A2(t, k) = G−1(t, k)R−1(t, k)
(
ik̃ lA1(t, k)R(t, k)G(t, k)−R′(t, k)G(t, k)

)
,

визначається формулою Zk = Φj(t, k)Ck, де Ck ∈ C n, тому

Z = Φj(t,D)C, U = R(t,D)G(t,D)Φj(t,D)C

для C =
∑

k∈Zp

Cke
ikx, а також U(tj, ·) = R(tj, D)G(tj, D)Φj(tj, D)C = C.

Пiд фундаментальною матрицею Φ(t,D) системи (10) розумiємо матрицю, що породжена послiдовнi-
стю матриць {Φ(t, k)}k∈Zp , де Φ(t, k) — фундаментальна матриця системи звичайних диференцiальних
рiвнянь, яка отримується iз системи (10) замiною оператора D на вектор k ∈ Zp.
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Оскiльки для слiду tr
(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
)
справджується формула

(
tr

(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
))′

= tr
(
Φ∗

j
′(t, k)Φj(t, k) + Φ∗

j(t, k)Φ′
j(t, k)

)
=

= tr
(
Φ∗

j(t, k)
(
A2∗(t, k) + A2(t, k)

)
Φj(t, k)

)
,

то iз нерiвностей для слiдiв

β1 tr
(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
) ≤ tr

(
Φ∗

j(t, k)
(
A2∗(t, k) + A2(t, k)

)
Φj(t, k)

) ≤
≤ β2 tr

(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
)

де β1 i β1 — незалежнi вiд t та k сталi, отримуємо нерiвностi для похiдних
(
e−β1t tr

(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
))′ ≥ 0,

(
e−β2t tr

(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
))′ ≤ 0.

Iнтегруючи цi нерiвностi на вiдрiзку [tj, t], отримуємо вiдповiдно при t < tj та при t ≥ tj
оцiнки

tr
(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
) ≤ eβ1(t−tj) tr

(
R∗−1(k)R−1(k)

)
,

tr
(
Φ∗

j(t, k)Φj(t, k)
) ≤ eβ2(t−tj) tr

(
R∗−1(k)R−1(k)

)
.

Отже, оператор Φj(t, D), а разом з ним i оператор R(D)G(t,D)Φj(t,D) є обмеженим.
Звiдси маємо, що U ∈ Hq1(Dp), якщо C ∈ Hq1(Ω

p
2π).

Введемо матрицi Bα(D), α = 1, . . . , M , якi є обмеженими операторами, за допомогою
формули

Bα(D) =
(
D̃−nlBnα(D), D̃−(n−1)lBn−1,α(D), . . . , D̃−lB1α(D)

)
,

тодi з врахуванням (4) умови (2) перетворяться до вигляду

M∑
α=1

Bα(D)U |t=tα = ϕ. (12)

Використовуючи (11), отримаємо систему рiвнянь для визначення вектор-функцiї C:

∆j(D)C = ϕ, (13)

де

∆j(D) = Bj(D) +
M∑

α=1,α6=j

Bα(D)R(D)G(t,D)Φj(tα, D), j = 1, . . . , n. (14)

Теорема 2. Якщо для деякого j, 1 ≤ j ≤ n, iснує оператор ∆−1
j (D), то задача (5), (12)

має не бiльше одного розв’язку. При виконаннi для всiх k ∈ Zp сильнiшої умови, а саме,
нерiвностi

ϕ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1

j (k)ϕ̂k ≤ β3k̃
2r, β3 > 0, r ∈ R, (15)

де ϕ̂k — коефiцiєнти Фур’є вектор-функцiї ϕ, розв’язок U iснує, належить до простору
Hq−nl(Dp), де q < nl − r − p/2, i визначається формулою

U = R(D)G(t,D)Φj(t,D)∆−1
j (D)ϕ. (16)

При цьому iснує єдиний розв’язок u задачi (1), (2), а саме u = D̃−nlU1 ∈ Hn
l,q(Dp).
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Доведення. Якщо Ũ та ˜̃
U рiзнi розв’язки задачi (5), (12), то U0 = Ũ − ˜̃

U —ненульовий
розв’язок однорiдної (ϕ = 0) задачi (5), (12), тому

U0 = R(D)G(t, D)Φj(t,D)C,

як у формулi (11), i ∆j(D)C = 0, де C =
∑

k∈Zp

Cke
ikx, причому C 6= 0.

Тодi iснує k̄ ∈ Zp таке, що Ck̄ 6= 0. Оскiльки Ck̄ визначається iз системи лiнiй-
них однорiдних алгебричних рiвнянь ∆j(k̄)Ck̄ = 0, то матриця ∆j(k̄) є виродженою,
det ∆j(k̄) = 0. Отже, матриця ∆−1

j (k̄) не iснує, як i оператор ∆−1
j (D), що суперечить

припущенню теореми. Єдинiсть розв’язку U доведено.
З теореми 1 для деякої додатної сталої β4 випливає, що

‖U ;Hq−nl(Dp)‖2≤ β4‖∆−1
j (D)ϕ;Hq−nl(Ω

p
2π)‖2 = β4

∑

k∈Zp

k̃ 2(q−nl)ϕ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1

j (k)ϕ̂k. (17)

Використовуючи умову (15) та рiвнiсть (17), маємо при q < nl − r − p/2 включення
U ∈ Hq−nl(Dp), оскiльки ‖U ;Hq−nl(Dp)‖2 ≤ β3β4

∑
k∈Zp

k̃ 2(q−nl+r) < ∞.

За формулою (4) отримуємо, що u = D̃−nlU1 i ‖u;Hn
l,q(Dp)‖ = ‖U ;Hq−nl(Dp)‖.

За єдиностi розв’язку задачi (5), (12), умова (15) виконується для всiх скiнченних
вектор-сум ϕ, причому стала β3 залежить вiд функцiї ϕ.

Ця умова може виконуватися для якоїсь функцiї iз простору Hq1(Ω
p
2π) i не виконува-

тися для iншої функцiї iз цього ж простору. Щоб усунути таку залежнiсть, перетворимо
лiву частину формули (15).

Нехай ϕ — довiльна функцiя iз простору Hq1(Ω
p
2π), тодi iз обмеженостi елементiв

матрицi ∆j(D) випливає нерiвнiсть

ϕ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1

j (k)ϕ̂k ≤ β5ϕ̂
∗
kϕ̂k/| det ∆j(k)|2, (18)

де стала β5 не залежить вiд k та вiд ϕ.

Теорема 3. Якщо для деякої послiдовностi {j(k)}, де 1 ≤ j(k) ≤ n, виконується умова

| det ∆j(k)(k)| ≥ β6k̃
r, β6 > 0, k ∈ Zp, (19)

то задача (1), (2) має єдиний розв’язок u ∈ Hn
l,q(Dp) для довiльної функцiї ϕ iз простору

Hq−nl−r(Ω
p
2π).

Доведення. Згiдно з формулою (16) розв’язок задачi (5), (12) має вигляд

U(t, x) =
∑

k∈Zp

R(k)G(t, k)Φj(t, k)∆−1
j (k)ϕ̂ke

ikx,

причому iндекс j може залежати вiд вектора k, тобто j = j(k). Тому з нерiвностей (17)
та (18) випливає оцiнка

‖U ;Hq−nl(Dp)‖2 ≤ β4β5

∑

k∈Zp

k̃ 2(q−nl)ϕ̂∗kϕ̂k/|∆−1
j(k)(k)|2.

Тепер iз умови (19) i теореми 2 випливає, що u ∈ Hn
l,q(Dp), оскiльки

‖u;Hn
l,q(Dp)‖2 ≤ β4β5β

−2
6 ‖ϕ;Hq−nl−r(Ω

p
2π)‖2.
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3 Оцiнки малих знаменникiв

Вирази ∆j(k)(k) є полiлiнiйними функцiями елементiв матриць B1(k), . . . , Bn(k) i
нелiнiйно залежать вiд елементiв матрицi A0(k) та матрицi A1(t, k). Вони, взагалi, є
малими знаменниками задачi (1), (2), якi можуть також обертатися в нуль для деяких
значень її коефiцiєнтiв.

Будемо використовувати метричний пiдхiд для отримання оцiнок знизу знаменни-
кiв |∆j(k)(k)|, вважаючи фiксованим рiвняння (1). Елементи векторiв Bjαs iз умови (2)
належать одиничному кругу O з центром у початку координат комплексної площини,
тобто Bjαs ∈ On. Це не обмежує загальностi i отримується нормуванням умови (2).

Позначимо через δ(k) матрицю ∆j(k)(k). Послiдовнiсть j(k) виберемо далi. Нехай
першi n коефiцiєнтiв мають вигляд

b1 = Bζ1

1α1s1 , b2 = Bζ2

2α1s2 , . . . , bn = Bζn

nα1sn ,

де sj = (θj, 0, . . . , 0), 0 ≤ θj ≤ jl, j = 1, . . . , n, другi n коефiцiєнтiв —

bn+1 = Bζn+1

1α2sn+1 , bn+2 = Bζn+2

2α2sn+2 , . . . , b2n = Bζ2n

nα2s2n ,

де sj = (0, θj, 0, . . . , 0), 0 ≤ θj ≤ (j − n)l, j = n + 1, . . . , 2n, останнi n коефiцiєнтiв
вибираємо так:

b(p−1)n+1 = Bζ(p−1)n+1

1αps(p−1)n+1 , b(p−1)n+2 = Bζ(p−1)n+2

2αps(p−1)n+2 , . . . , bpn = Bζpn

nαpspn ,

де sj = (0, . . . , 0, θj, ), 0 ≤ θj ≤ (j − (p − 1)n)l, j = (p − 1)n + 1, . . . , pn, причому
{α1, . . . , αp} ∈ {1, . . . , M}p,

{ζ1, . . . , ζn} = {ζn+1, . . . , ζ2n} = · · · = {ζ(p−1)n+1, . . . , ζpn} = {1, . . . , n}.

Визначимо число θ i вектор b формулами

θ = min
j=1,...,p

n∑
σ=1

θ(j−1)p+σ, b = col(b1, . . . , bpn). (20)

Вважаємо, що елементи матрицi δ(k), k ∈ Zp, залежать лише вiд компонент b1, . . . , bpn

вектора b ∈ Opn; iншi компоненти векторiв Bjαs фiксуємо.
При цьому матриця δ(0), де δ(0) = ∆1(0), не залежить вiд b1, . . . , bpn, тому det δ(0)

є сталою стосовно цих коефiцiєнтiв. Фiксованi коефiцiєнти вибираємо так, щоб ця ма-
триця була невиродженою (det δ(0) 6= 0).

Лема. Для довiльних чисел r та ε, i для всiх векторiв b ∈ Opn \ Bε, де 0 < ε < 1,
r < θ−n(p+nl+l)/2, meas Bε ≤ ε, виконується нерiвнiсть (19), причому стала β6 = β6(ε)

та множина Bε залежать вiд r i

β6 = εn/2 min
{
| det δ(0)|/εn/2, n−n/2π−n2p/2

( ∑

k 6=0

k̃ 2(r−θ)/n+nl+l
)−n/2}

> 0. (21)
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Доведення. Нехай k = 0, тодi | det δ(0)| ≥ β6 i нерiвнiсть (19) виконується.
Позначимо Ωk, k 6= 0, пiдмножину тих векторiв b iз множини Opn, для яких не

виконується нерiвнiсть (19) для фiксованого значення k. Очевидними є такi рiвностi:⋃
k 6=0

Ωk = Bε i meas Bε ≤
∑
k 6=0

meas Ωk.

Якщо k 6= 0 i |k1| = max{|k1|, . . . , |k1|}, то для j(k) = α1 розкладемо визначник
det δ(k) за останнiм його стовпцем

| det δ(k)| = |k1|θ1

k̃ l

∣∣ det δ1(k)b1 − δ̌1(k)
∣∣ ≥ k̃ θ1−l

√
p + 1

∣∣ det δ1(k)
∣∣
∣∣∣b1 − δ̌1(k)

det δ1(k)

∣∣∣, (22)

де матриця δ1(k) i функцiя δ̌1(k) не залежать вiд b1, а залежать вiд b2, . . . , bpn, причому
δ1(k) отримується iз δ(k) викреслюванням останнього стовпця i рядка з номером ζ1.

Для матрицi δ1(k), яка має порядок n− 1 формула (22) має вигляд

| det δ1(k)| ≥ k̃ θ2−2l

√
p + 1

∣∣ det δ2(k)
∣∣
∣∣∣b2 − δ̌2(k)

det δ2(k)

∣∣∣,

а матриця δ2(k) має порядок n − 2, не залежить вiд b1 та b2 i отримується з матрицi
δ(k) викреслюванням двох останнiх стовпцiв i двох рядкiв з номерами ζ1 i ζ2. Таким
способом отримуємо послiдовнiсть матриць δ1(k), . . . , δn(k) i нерiвностей

| det δm−1(k)| ≥ k̃ θm−ml

√
p + 1

∣∣ det δm(k)
∣∣
∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣,

де m = 2, . . . , n, det δn(k) = 1.
Об’єднуємо цi нерiвностi з нерiвнiстю (22) в одну нерiвнiсть

| det δ(k)| ≥ k̃ θ1+···+θn−n(n+1)l/2

(p + 1)n/2

n∏
m=1

∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣. (23)

Формула (23) справджується для тих векторiв b ∈ Opn, для яких виконується нерiвнiсть

det δ1(k) · · · det δn−1(k) =
n∏

m=2

∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣ 6= 0.

Множник bm − δ̌m(k)

det δm(k)
, m = 1, . . . , n, лiнiйно залежить вiд bm, тому

∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣ ≥ β
1/n
6 k̃ (r−θ)/n+(n+1)l/2 (24)

для всiх bm ∈ O \ Ω̌m
k (b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn), де Ω̌m

k (b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn) є про-
екцiєю на m-ту координату множини векторiв Ωm

k (b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn). Остання є
пiдмножиною векторiв з фiксованими компонентами b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn множини
Ωm

k векторiв b, для яких не виконується нерiвнiсть (24).
Множина Ω̌m

k (b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn) — пiдмножина множини, що є перетином
множини O та круга радiуса β

1/n
6 k̃ (r−θ)/n+(n+1)l/2 з центром у точцi δ̌m(k)/ det δm(k),

тому
meas Ω̌m

k (b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn) ≤ πβ
2/n
6 k̃ 2(r−θ)/n+nl+l.
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Iнтегруючи останню нерiвнiсть за змiнними b1, . . . , bm−1, bm+1, . . . , bpn в областi Opn−1

маємо

meas Ωm
k ≤ πpnβ

2/n
6 k̃ 2(r−θ)/n+nl+l.

На множинi Opn \
( n⋃

m=1

Ωm
k

)
нерiвнiсть (24) виконується для всiх m = 1, . . . , n, отже

Ωk ⊂
n⋃

m=1

Ωm
k i

meas Ωk ≤ nπpnβ
2/n
6 k̃ 2(r−θ)/n+nl+l. (25)

Для векторiв k ∈ Zp таких, що |k1| < |k2| = max{|k1|, . . . , |kp|} також виконується
оцiнка (25). ЇЇ отримуємо встановлюючи оцiнку (23) для вектора bn+1, . . . , b2n та при-
ймаючи j(k) = α2.

Аналогiчно встановлюється оцiнка (25) для всiх iнших векторiв k ∈ Zp.
Пiдставляючи нерiвнiсть (24) у (24) i враховуючи (20) отримуємо шукану нерiвнiсть

(19). Iз нерiвностi (25) випливає нерiвнiсть для мiри множини Bε:

meas Bε ≤
∑

k 6=0

meas Ωk ≤ nπpnβ
2/n
6

∑

k 6=0

k̃ 2(r−θ)/n+nl+l = ε.

Теорема 4. Якщо виконуються нерiвностi

0 < ε < min
{
1,

(
nn/2πn2p/2| det δ(0)|/(

∑

k 6=0

k̃ 2(r−θ)/n+nl+l
)−n/2)2/n}, r < θ − n(p + nl + l)/2,

а також умова ϕ ∈ Hq−nl−r(Ω
p
2π), то для всiх векторiв b ∈ Opn \ Bε, де Bε, meas Bε ≤ ε,

множина iз леми, iснує єдиний розв’язок u, u ∈ Hn
l,q(Dp), задачi (1), (2) та виконується

нерiвнiсть

‖u;Hn
l,q(Dp)‖2 ≤ ε−nβ4β5n

nπn2p
( ∑

k∈Zp\{0}
k̃ 2(r−θ)/n+(n+1)l

)n

‖ϕ;Hq−nl−r(Ω
p
2π)‖2. (26)

Доведення. Якщо b ∈ Opn \ Bε, то за лемою виконується нерiвнiсть (19) зi сталою β6,
яка визначається формулою β6 = εn/2n−n/2π−n2p/2

( ∑
k 6=0

k̃ 2(r−θ)/n+(n+1)l
)−n/2 згiдно iз (21),

а, отже, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2). Нерiвнiсть (26) безпосередньо випливає
iз формул (17) та (18).

Iз теореми 4 випливає, що розв’язок iснує в просторi Hn
l,q(Dp) для бiльшостi задач

(1), (2), якщо ϕ ∈ Hψ(Ωp
2π) та ψ > q + n(p + nl + l)/2− nl− θ. В залежностi вiд вигляду

вектора b стала θ змiнюється вiд максимального значення n(nl + l)/2 до мiнiмального
значення 0, тобто дiапазон граничних значень гладкостi вектор-функцiї ϕ—це iнтервал
(q + np/2− nl, q + np/2− nl + n(nl + l)/2).
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4 Висновки

Задача iз загальними багатоточковими нелокальними умовами для строго гiперболi-
чних рiвнянь високого порядку з неперервними за t коефiцiєнтами є розв’язною у шкалi
просторiв Соболєва перiодичних за змiнною x функцiй, причому гладкiсть правої ча-
стини задачi (iз достатнiх умов iснування розв’язку) залежить вiд вибору коефiцiєнтiв
крайових умов в якостi змiнних параметрiв.

Отриманi результати можна поширити на випадок систем гiперболiчних рiвнянь
високого порядку.
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Il’kiv V.S. The smoothness of solutions of the problems with nonlocal multi-point conditions for
strictly hyperbolic equations, Carpathian Mathematical Publications, 1, 1 (2009), 47–58.

We consider the problem with nonlocal multi-point boundary conditions for high order in
time strictly hyperbolic equation with variable coefficients in Cartesian product of the time
interval and the spatial multidimensional torus. We establish the solvability of this problem in
the Sobolev spaces scale for almost all (except for the set of a given small measure) vectors of
coefficients in the nonlocal conditions. We prove the metric theorem of the lower estimation of
small (nonlinear) denominators of the problem.

Илькив В.С. Гладкость решений задач с нелокальными многоточечными условиями для
строго гиперболических уравнений // Карпатские математические публикации. — 2009.
— Т.1, №1. — C. 47–58.

В декартовом произведении часового отрезка и пространственного многомерного то-
ра для строго гиперболического уравнения с переменными коэффициентами исследованы
условия разрешимостi задачи с многоточечными нелокальными условиями. С помощью
метричного подходу встановлено существование и единственность решения в шкале про-
странств Соболева. Доказано теорему об оценках снизу малых знаменателей, которые
возникают в процессе построения этого решения. Установлена зависимость между гладко-
стью решения, гладкостью правых частей задачи и коэффициентами граничных условий.


