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В роботi зроблено огляд основних результатiв про структуру множини максимальних
iдеалiв алгебри цiлих аналiтичних функцiй обмеженого типу на банаховому просторi та
доведено деякi новi результати в цьому напрямку. Отримано також застосування до iн-
терполяцiї в алгебрах аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi банахового простору.

Вступ

Дослiдження алгебр аналiтичних функцiй на пiдмножинах банахового простору,
зокрема рiвномiрних алгебр, є важливим напрямком сучасної теорiї аналiтичних функ-
цiй на банахових просторах. Оскiльки кожна рiвномiрна алгебра є пiдалгеброю алгебри
неперервних функцiй на множинi максимальних iдеалiв (характерiв), то визначальними
в цих дослiдженнях є проблема опису множини максимальних iдеалiв та опису аналi-
тичних структур (структур аналiтичного многовиду) на цiй множинi. Зауважимо, що
у нескiнченновимiрному банаховому просторi iснує дуже багато рiзних цiкавих алгебр
аналiтичних функцiй. В останнi роки зрiс iнтерес до алгебри Hb = Hb(X) цiлих аналi-
тичних функцiй обмеженого типу на банаховому просторi X, введених у [17], алгебри
H∞(B) обмежених аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi банахового простору, алгеб-
ри H∞

uc(B) аналiтичних рiвномiрно неперервних функцiй на одиничнiй кулi банахового
простору. Крiм того, вивчаються “слабкi” аналоги цих алгебр. Дослiдження у цьому
напрямку були започаткованi в роботах Р. Арона, Б. Коула, Т. Корна та Т. Гамелiна
[6], [2], [3]. Далi ця тема набула розвитку в [4], [12], [13], [14], [21]. При цьому повний
опис множини максимальних iдеалiв алгебр Hb i H∞

uc(B) було отримано лише для дуже
вузького класу просторiв.

У роботах автора [24], [25] запропоновано новий пiдхiд до вивчення цiєї проблеми,
який дозволяє отримати явний опис множини характерiв вказаних алгебр у виглядi
послiдовностi елементiв з деяких пiдпросторiв тензорних степеней вихiдного простору.
В данiй роботi уточнено результати [24] i знайдено новi застосування цих результатiв у
теорiї аналiтичних вiдображень на банахових просторах.

2000 Mathematics Subject Classification: 46J15, 46J20, 46E15.

c© Загороднюк А.В., 2009



16 Загороднюк А.В.

Стаття мiстить широкий огляд з даної тематики та всi необхiднi попереднi вiдомостi.
Детальнiшу iнформацiю про аналiтичнi функцiї на банахових просторах можна знайти
в монографiях [8], [9], [20].

1 Попереднi вiдомостi

Лiнiйний пiдпростiр J комутативної комплексної банахової алгебри X з одиницею
1 називається iдеалом, якщо ayb ∈ J для довiльних a, b ∈ X i y ∈ J. Власний iдеал
називається максимальним, якщо вiн не мiститься строго в iншому власному iдеалi.
Гомоморфiзм з банахової алгебри X в поле C називається характером (мультиплiкати-
вним функцiоналом). Надалi ми будемо вживати термiни “характер”, “мультиплiкатив-
ний функцiонал”, “комплексний гомоморфiзм” як синонiми. Вiдомо, що довiльний ха-
рактер на банаховiй алгебрi є неперервним i його норма дорiвнює одиницi. Ядро кож-
ного ненульового характера є максимальним iдеалом. Якщо X — комутативна алгебра,
то вiрно навпаки: кожен максимальний iдеал є ядром деякого характера. Для комута-
тивних банахових алгебр прийнято ототожнювати множину характерiв i множину мак-
симальних iдеалiв. Цю множину позначають M(X) i називають спектром алгебри X.

Пiдмножина

R = {a ∈ X : 1 + xa є оборотнiм елементом для довiльного x ∈ X}
називається радикалом Джекобсона алгебри X. Банахова алгебра X називається напiв-
простою, якщо R = {0}. Для комутативних алгебр це рiвносильно тому, що комплекснi
гомоморфiзми роздiляють точки на X. Вiдомо, що якщо X — напiвпроста комутативна
банахова алгебра, то кожному елементу x ∈ X вiдповiдає функцiя x̂ на M(X), визначена
формулою x̂(ϕ) := ϕ(x), де ϕ — довiльний характер з X. Вiдображення x 7→ x̂ називають
перетворенням Гельфанда. Найслабша топологiя на M(X), в якiй всi функцiї x̂, x ∈ X

є неперервними, називається топологiєю Гельфанда. Вiдомо, що для банахової алгебри
M(X) є компактним гаусдорфовим простором в топологiї Гельфанда. Таким чином,
кожна напiвпроста комутативна банахова алгебра вкладається як пiдалгебра в алгебру
всiх неперервних функцiй на деякому компактi (який збiгається з M(X)). Це вкладення
здiйснюється перетворенням Гельфанда. Напiвпроста комутативна алгебра називається
рiвномiрною, якщо перетворення Гельфанда є iзометрiєю. Детальнiшу iнформацiю про
банаховi алгебри можна знайти в книжках [23], [11], [19].

Ми будемо казати, що Z — алгебра Фреше, якщо Z — простiр Фреше (локально-
опуклий метризовний простiр) i напiвнорми на Z, якi породжують локально опуклу
топологiю на Z, можна вибрати мультиплiкативно опуклими. Iншими словами, тополо-
гiя на Z задається деякою злiченною системою напiвнорм qj таких, що

qj(xy) ≤ qj(x)qj(y),

для довiльних x, y ∈ Z, j = 1, . . . ,∞.

Нехай X i Y — банаховi простори над полем K комплексних C або дiйсних R чисел.
Для натуральних n, m ∈ N, будемо позначати XnY m — декартовий добуток n-того
декартового степеня простору X iз m-тим декартовим степенем простору Y.
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Використовуючи позначення з монографiї Нахбiна [22], якi тепер є загальноприйня-
тими, для довiльного n ∈ N ми позначимо L(nX,Y ) простiр всiх неперервних n-лiнiйних
вiдображень з X в Y. Нехай ∆n є природним вкладенням, яке називається дiагональним
вiдображенням з X в Xn, визначеним наступним чином:

∆n : X → Xn

x 7→ (x, . . . , x).

Вiдображення P з X в Y називається неперервним n-однорiдним полiномом, якщо
P (x) = B(∆n(x)) для деякого B ∈ L(nX, Y ). Ми будемо позначати P(nX,Y ) — лiнiйний
простiр всiх неперервних n-однорiдних полiномiв з X в Y. n-лiнiйне вiдображення B

називається симетричним, якщо B(x1, . . . , xn) = B(xσ(1), . . . , xσ(n)) для довiльної пiд-
становки σ на множинi {1, . . . , n}. Простiр усiх симетричних n-лiнiйних неперервних
вiдображень позначається Ls(

nX,Y ).

Твердження 1.1. ([8]). Простори L(nX, Y ) i Ls(
nX,Y ) є банаховими просторами вiд-

носно рiвномiрної норми на одиничнiй кулi Xn.

Теорема 1. ([8]). Вiдображення

Ls(
nX, Y ) → P(nX,Y )

B 7→ B ◦∆n

є iзоморфiзмом мiж банаховим простором Ls(
nX, Y ) i простором n-однорiдних полiно-

мiв P(nX,Y ) з топологiєю рiвномiрної збiжностi на одиничнiй кулi простору X. При
цьому

‖B ◦∆n‖ ≤ ‖B‖ ≤ c(n, X)‖B ◦∆n‖, (1)

де c(n,X) — поляризацiйна константа, 1 ≤ c(n,X) ≤ nn

n!
.

Основним iнструментом при доведеннi цiєї теореми є поляризацiйна формула

B(x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
εi=±1

ε1 . . . εnB ◦∆n

(
n∑

j=1

εjxj

)
. (2)

Наслiдок 1.1. Простiр P(nX, Y ) є банаховим простором i для довiльного полiнома
P ∈ P(nX,Y ) iснує єдине n-лiнiйне симетричне вiдображення AP ∈ L(nX,Y ), яке нази-
вається асоцiйованим з P n-лiнiйним вiдображенням, таке, що P = AP ◦∆n.

Позначимо X(n) простiр формальних сум
∑

i λi(x1, . . . , xn), де λi ∈ K. Нехай I —
пiдпростiр в X(n), породжений елементами вигляду

(x1, . . . , xk + x′k, . . . , xn)− (x1, . . . , xk, . . . , xn)− (x1, . . . , x
′
k, . . . , xn), (3)

(x1, . . . , λxk, . . . , xn)− λ(x1, . . . , xk, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ n.
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Нагадаймо, що n-тий тензорний степiнь ⊗nX простору X визначається як X(n)/I. При
цьому x1 ⊗ · · · ⊗ xn := (x1, . . . , xn) + I. Позначимо in — n-лiнiйне вiдображення з Xn в
⊗nX таке, що in : (x1, . . . , xn) 7→ x1 ⊗ · · · ⊗ xn. Визначимо

i∗n(B)

(∑
i

λixi1 ⊗ · · · ⊗ xin

)
:=

∑
i

λiB(xi1, . . . , xin)

для довiльної n-лiнiйної форми B ∈ L(nX, Y ). Вiдображення i∗n є коректно визначеним
i i∗n(B)(xi1 ⊗ · · · ⊗ xin) = B(xi1, . . . , xin).

Iснує багато способiв ввести топологiю на тензорному добутку. Нам необхiдно мати
топологiї, породженi нормами на ⊗nX, вiдносно яких вiдображення in та i∗n є неперер-
вними. Ми розглянемо норму, яка породжує найсильнiшу топологiю в класi локально
опуклих топологiй.

Позначимо X ⊗π X — поповнення X ⊗X за нормою

‖w‖π = inf

{ ∑
i1,...,in

‖xi1‖ . . . ‖xin‖ : w =
∑

i1,...,in

xi1 ⊗ · · · ⊗ xin

}
.

Простiр X ⊗π X називається проективним тензорним добутком простору X на себе, а
простiр ⊗n

πX := X ⊗π · · · ⊗π X︸ ︷︷ ︸
n

— проективним тензорним степенем простору X.

Теорема 2. ([16]). Простiр L(nX, Y ) є iзометрично iзоморфним до простору лiнiйних
операторiв L(⊗n

πX, Y ) з проективного тензорного добутку ⊗n
πX в Y.

Симетричним тензорним степенем ⊗n
s,πX простору X називається замкнений пiд-

простiр в ⊗n
πX, породжений векторами

x1 ⊗s · · · ⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

де xi ∈ X i Sn є групою пiдстановок на множинi {1, . . . , n}.

Твердження 1.2. Пiдпростiр ⊗n
s,πX є доповнювальним в ⊗n

πX i вiдображення

νn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = x1 ⊗s · · · ⊗s xn

є проектором.

Наслiдок 1.2. Простiр L(⊗n
s,πX, Y ) — iзометрично iзоморфний до простору Ls(

nX,Y ).

Безпосередньою перевiркою можна показати, що з поляризацiйної формули i наслiд-
ку 1.2 випливає наступне спiввiдношення:

x1 ⊗s · · · ⊗s xn =
1

2nn!

∑
εi=±1

ε1 . . . εn

(
n∑

j=1

εjxj

)
⊗ · · · ⊗

(
n∑

j=1

εjxj

)
.
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Отже, кожен вектор w ∈ ⊗n
s,πX має зображення

w =
∞∑
i=1

x⊗n
i =

∞∑
i=1

xi ⊗ · · · ⊗ xi︸ ︷︷ ︸
n

.

Покладемо

|||w||| := inf

{ ∞∑
i=1

‖xi‖n : w =
∞∑
i=1

⊗nxi

}
. (4)

Тодi для довiльної форми B ∈ Ls(
nX, Y )

|||B||| = sup
|||w|||=1

‖i∗n(B)(w)‖ = ‖B ◦∆n‖.

Отже, доведено наступну теорему.

Теорема 3. Iснує еквiвалентна норма ||| · ||| на ⊗n
s,πX така, що простiр лiнiйних опера-

торiв L((⊗n
s,πX, ||| · |||), Y ) є iзометричним до простору полiномiв P(nX, Y ) для кожного

банахового простору Y i

‖w‖ ≤ |||w||| ≤ c(n,X)‖w‖, 1 ≤ c(n,X) ≤ nn

n!
. (5)

Вiдображення P : X → Y називається полiномом (полiномiальним вiдображенням)
степеня n, якщо P = P0 + P1 + · · · + Pn, де P0 ∈ Y, Pk ∈ P(kX,Y ) i Pn 6= 0. Простiр
усiх полiномiв з X в Y позначається P(X, Y ). Ми будемо позначати простори P(kX,C) i
P(X,C) через P(kX) i P(X) вiдповiдно. Зауважимо, що P(X) є топологiчною алгеброю
з топологiєю локально опуклої прямої суми. Ми будемо використовувати позначення
P(≤nX, Y ) i P(≤nX) для просторiв Y -значних i C-значних полiномiв степеня n вiдповiд-
но, на X. Це — банаховi простори з нормою супремум на одиничнiй кулi. Легко бачити,
що P(≤nX, Y ) iзоморфний прямiй сумi просторiв (⊗k

s,πX)′, 0 ≤ k ≤ n.

Полiном P називається полiномом скiнченного типу, якщо P є скiнченною сумою
скiнченних добуткiв лiнiйних неперервних функцiоналiв. Простiр n-однорiдних полiно-
мiв скiнченного типу позначається Pf (

nX). Поповнення цього простору в рiвномiрнiй
топологiї позначається Pc(

nX) i називається простором n-однорiдних апроксимовних
полiномiв. Зауважимо, що простiр Pc(

nX) iзометричний простору ⊗n
s,εX

′. Очевидно,
що всi полiноми з Pf (

nX) (i тiльки вони [2]) є слабко неперервними. Крiм того, всi
полiноми з Pc(

nX) є слабко неперервними на обмежених множинах. Навпаки вiрно,
якщо X ′ має властивiсть апроксимацiї [5]. Для деяких просторiв, таких як c0, простiр
неперервних функцiй на розрiдженому компактi, простiр Цiрельсона, всi неперервнi
полiноми є слабко неперервними на обмежених множинах.

Пiдмножина Ω банахового простору X називається скiнченно вiдкритою, якщо її
перетин з довiльним скiнченновимiрним афiнним пiдпростором є вiдкритою множиною
в цьому пiдпросторi.

Вiдображення f : Ω → Y називається G-аналiтичним (позначення f ∈ HG(Ω, Y )),
якщо звуження f на E ∩ Ω є аналiтичним вiдображенням для довiльного скiнченнови-
мiрного афiнного пiдпростору E (еквiвалентно, для довiльного одновимiрного афiнного
пiдпростору E ∈ X).
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Твердження 1.3. Нехай Ω — скiнченно вiдкрита пiдмножина в X i f ∈ HG(Ω, Y ),

a ∈ Ω.

1. Iснує єдина послiдовнiсть k-однорiдних полiномiв (не обов’язково неперервних)
d̂k

af : X → Y таких, що

f(a + x) = f(a) +
∞∑

k=1

1

k!
d̂k

af(x)

для всiх x, що належать найбiльшiй радiальнiй пiдмножинi ω(a) множини Ω− a.

Ряд праворуч збiгається поточково.

2. Полiноми d̂k
af визначаються єдиним чином рiвнiстю

1

k!
d̂k

af(x) =
1

2π

π∫

−π

e−ikθf(a + eikθx)dθ, x ∈ ω(a).

Означення 1.1. G-аналiтичне вiдображення, визначене на вiдкритiй пiдмножинi Ω ⊂
X iз значеннями в Y, називається аналiтичним (позначаємо f ∈ H(Ω, Y )), якщо воно є
неперервним.

Зауважимо, що коли f ∈ H(Ω, Y ) i a ∈ Ω, то d̂k
af є неперервнi k-однорiднi полiноми

на X, якi збiгаються з похiдними Фреше k-того порядку функцiї f в точцi a. Ряд

f(a + x) = f(a) +
∞∑

k=1

1

k!
d̂k

af(x)

є рядом Тейлора функцiї f в околi точки a.

Твердження 1.4. Нехай f — G-аналiтичне вiдображення, визначене на вiдкритiй пiд-
множинi Ω. Наступнi твердження еквiвалентнi.

1. f є аналiтичним.

2. f є локально обмеженим.

3. f є неперервним в деякiй точцi множини Ω.

4. Полiноми d̂k
af є неперервними для кожного k.

Аналiтична функцiя f називається цiлою, якщо вона визначена на всьому просторi
X.

Нехай f ∈ H(Ω, Y ), де Ω вiдкрита пiдмножина в X i x ∈ Ω. Радiус рiвномiрної
збiжностi %x(f) функцiї f в точцi x визначається як супремум тих λ, λ ∈ C, що x+λB ⊂
Ω i ряд Тейлора функцiї f в околi точки x збiгається до f рiвномiрно на множинi x+λB,

де B — одинична куля в X. Радiус обмеженостi f в точцi x визначається як супремум
тих λ, λ ∈ C, що f є обмеженою функцiєю на множинi x + λB.
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Теорема 4. Радiус рiвномiрної збiжностi функцiї f в точцi x збiгається з радiусом
обмеженостi f в x i якщо f ∈ H(X, Y ), то

%0(f) :=
(
lim sup

n→∞
‖fn‖1/n

)−1

,

де fn = d̂k
xf
n!

.

Позначимо Hb(X) — простiр цiлих функцiй обмеженого типу, який складається з
цiлих функцiй на X, якi є обмеженими на обмежених множинах (тобто мають нескiнчен-
ний радiус обмеженостi). Зауважимо, що в довiльному нескiнченновимiрному просторi
X iснує комплекснозначна цiла функцiя f така, що %(f) < ∞ для кожного x ∈ X.

Простiр Hb(X) є алгеброю Фреше з топологiєю, породженою напiвнормами

‖f‖r = sup{|f(x)| : x ∈ X, ‖x‖ < r},

де r > 0 — рацiональнi числа.
Кожен функцiонал ϕ ∈ Hb(X)′ є неперервним вiдносно топологiї рiвномiрної збiж-

ностi на деякiй кулi в X. Радiус-функцiя R(ϕ) функцiонала ϕ визначена як iнфiмум
всiх r > 0 таких, що ϕ є неперервним в нормi рiвномiрної збiжностi на кулi rB.

Позначимо ϕn — звуження ϕ на пiдпростiр n-однорiдних полiномiв P(nX). Тодi ϕn

є неперервним лiнiйним функцiоналом на P(nX) i

‖ϕn‖ = sup{ϕ(P ) : P ∈ P(nX), ‖P‖ ≤ 1}.

Теорема 5. Радiус-функцiя R на Hb(X)′ задовольняє рiвнiсть

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖1/n.

Теорема 6. Нехай ϕn ∈ P(nX)′ для n ≥ 0, для норм функцiоналiв ϕn виконується
нерiвнiсть

‖ϕn‖ ≤ csn

для деякого c, s > 0. Тодi iснує єдиний функцiонал ϕ ∈ Hb(X)′, звуження якого на
P(nX) збiгається з ϕn, n ≥ 0.

Довiльне неперервне n-лiнiйне вiдображення B : X × · · · × X → C може бути про-
довжене до неперервного, n-лiнiйного вiдображення B̃ : X ′′× · · · ×X ′′ → C наступним
чином:

B̃(x′′1, . . . , x
′′
n) = lim

α1

. . . lim
αn

B(xα1 , . . . , xαn),

де для кожного k, 1 ≤ k ≤ n, (xαk
) — це напрямленiсть в X, збiжна в ∗-слабкiй топологiї

до x′′k.
Нехай P ∈ P(nX) i B є n-лiнiйним вiдображенням, асоцiйованим з P. Тодi про-

довження Арона-Бернера P̃ полiнома P визначається формулою P̃ := B̃(x, . . . , x) [1],
[7].



22 Загороднюк А.В.

Теорема 7. Нехай f ∈ Hb(X) i f =
∑

fn розвинення у ряд Тейлора. Тодi iснує функцiя
f̃ ∈ Hb(X

′′) яка розвивається у ряд Тейлора f̃ =
∑

f̃n i f̃n є продовженням Арона-
Бернера вiдповiдного полiнома fn. Крiм того, ‖f̃‖ = ‖f‖ i оператор f 7→ f̃ є гомомор-
фiзмом алгебр Фреше Hb(X) i Hb(X

′′).

Доведення вказаних результатiв з теорiї тензорних добуткiв, полiномiв i аналiтичних
вiдображень можна знайти в [8], [9], [2].

2 Полiноми на тензорних добутках

Нам потрiбно встановити деякi технiчнi результати стосовно полiномiв, визначених
на тензорному добутку банахового простору.

Твердження 2.1. Нехай P ∈ P(kmX) для деяких натуральних m i k. Тодi iснує єдиний
полiном P(m) ∈ P(k⊗m

s,πX) такий, що P(m)(x
⊗m) = P (x) i ‖P‖ ≤ ‖P(m)‖.

Доведення. Нехай AP — симетрична полiлiнiйна форма, асоцiйована з P. Розглянемо
значення AP (xm

1 , . . . , xm
k ) для деяких x1, . . . , xk ∈ X. Для довiльних фiксованих

x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk, 1 ≤ j ≤ k, AP (xm
1 , . . . , xm

j , . . . , xm
k )

є m-однорiдним полiномом вiд xj ∈ X i, отже, AP (xm
1 , . . . , xm

j , . . . , xm
k ) може бути подано

як значення деякого неперервного лiнiйного функцiонала на ⊗m
s,πX в точцi x⊗m

j . Оскiль-
ки це справджується для всiх 1 ≤ j ≤ k, iснує єдине симетричне неперервне полiлiнiйне
вiдображення AP(m)

: m(⊗m
s,πX) → C таке, що AP(m)

(x⊗m
1 , . . . , x⊗m

k ) = AP (xm
1 , . . . , xm

k ).

Покладемо P(m)(x
⊗m) := AP(m)

(x⊗m, . . . , x⊗m). Оскiльки ‖x⊗n‖ ≤ 1 при ‖x‖ ≤ 1, то
‖P‖ ≤ ‖P(m)‖.

Зауважимо, що для довiльного P(m) ∈ P(k⊗m
s,πX) ми можемо визначити єдиним

чином полiном P (x) = P(m)(x
⊗m) з P(kmX). Отже вiдображення P 7→ P(m) є iзоморфiз-

мом банахових просторiв P(kmX) i P(k⊗m
s,πX).

Наслiдок 2.1. Простори ⊗km
s,πX i ⊗k

s,π

(
⊗m

s,π X
)
є iзоморфними.

Доведення. Простори ⊗km
s,πX i ⊗k

s,π

(
⊗m

s,π X
)
мiстять щiльний пiдпростiр — алгебраїчний

симетричний тензорний степiнь простору X, ⊗km
s X. З iзоморфностi просторiв P(kmX) i

P(k⊗m
s,πX) випливає еквiвалентнiсть їх норм. Тому спряженi норми є еквiвалентними на

⊗km
s X. Отже ⊗km

s,πX i ⊗k
s,π

(
⊗m

s,πX
)
є поповненнями простору ⊗km

s X вiдносно еквiвалент-
них норм. Тому цi простори iзоморфнi.

Нехай w — деякий елемент з ⊗km
s,πX. Ми будемо ототожнювати w з його образом в

⊗k
s,π

(
⊗m

s,π X
)
при природному iзоморфiзмi. Розглянемо наступнi норми для w. Нехай

‖w‖ буде проективна тензорна норма в ⊗km
s,πX. Тобто

‖w‖ = inf
{ ∑

j1,...,jn

‖xj1‖ · · · ‖xjn‖ : w =
∑

j1,...,jn

xj1 ⊗s · · · ⊗s xjn

}
,
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де n = km. Згiдно з (4), ми можемо визначити

|||w||| := inf
{ ∞∑

j=1

‖xj‖km : w =
∞∑

j=1

x⊗km
j

}
.

Покладемо, також,

‖w‖(m) := inf
{ ∑

j1,...,jm

∥∥∥
∞∑
i=1

xij1 ⊗ · · · ⊗ xijm

∥∥∥
k

:

w =
∑

j1,...,jm

( ∞∑
i=1

xij1 ⊗ · · · ⊗ xijm

)⊗k}
,

|||w|||(m) := inf
{ ∞∑

j=1

∥∥∥
∞∑
i=1

x⊗m
ij

∥∥∥
k

: w =
∞∑

j=1

( ∞∑
i=1

x⊗m
ij

)⊗k}

i нарештi,

‖w‖(k)(m) := inf
∑

j1,...,jm

( ∑
i1,...,ik

‖xi1j1‖ · · · ‖xi1jm‖
)
· · ·

( ∑
i1,...,ik

‖xikj1‖ · · · ‖xikjm‖
)
,

де iнфiмум береться по всiх зображеннях

w =
∑

j1,...,jm

( ∑
i1,...,ik

xi1j1 ⊗s · · · ⊗s xi1jm

)
⊗s · · · ⊗s

( ∑
i1,...,ik

xikj1 ⊗s · · · ⊗s xikjm

)
. (6)

Зауважимо, що зображення

w =
∞∑

j=1

( ∞∑
i=1

x⊗m
ij

)⊗k

є частковим випадком зображення

w =
∑

j1,...,jm

( ∞∑
i=1

xij1 ⊗ · · · ⊗ xijm

)⊗k

. (7)

Тому ‖w‖(m) ≤ |||w|||(m). Нехай

uj =
∞∑
i=1

xij1 ⊗ · · · ⊗ xijm . (8)

З поляризацiйної нерiвностi (5) маємо

‖uj‖ = inf
∞∑
i=1

‖xij1‖ · · · ‖xijm‖ ≥
1

c(m,X)
|||uj|||,

де iнфiмум береться по всiх зображеннях (8). Порiвнюючи формули (7) i (8), ми бачимо,
що ‖w‖(m) ≥ 1/[c(m,X)]k|||w|||(m) або

‖w‖(m) ≤ |||w|||(m) ≤ [c(m,X)]k‖w‖(m). (9)
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Зауважимо, також, що зображення

w =
∑

j1,...,jm

( ∞∑
i=1

xij1 ⊗ · · · ⊗ xijm

)⊗k

(10)

є частковим випадком зображення (6). Тому

‖w‖(k)(m) ≤ ‖w‖(m) ≤ c(k,⊗m
s,π)‖w‖(k)(m). (11)

З iншого боку, зображення (6) є частковим випадком зображення

w =
∑

j1,...,jn

xj1 ⊗s · · · ⊗s xjn .

Отже,
‖w‖ ≤ ‖w‖(k)(m) ≤ sk,m‖w‖ (12)

для деякої константи sk,m.

Порiвнюючи формули (9),(11),(12) i беручи до уваги, що

‖w‖ ≤ |||w||| ≤ c(km, X)‖w‖

маємо наступнi нерiвностi:

|||w||| ≤ c(km, X)|||w|||(m).

З твердження 2.1 випливає, що |||w|||(m) ≤ |||w|||. Таким чином ми довели наступну
теорему.

Теорема 8. Нехай w ∈ ⊗km
s,πXi P ∈ P(kmX). Тодi

|||w|||(m) ≤ |||w||| ≤ c(km, X)|||w|||(m)

i
‖P‖ ≤ ‖P(m)‖ ≤ c(km,X)‖P‖.

Нехай тепер n = k1 + 2k2 + · · · + mkm для деяких k1, . . . , km i P — n-однорiдний
полiном. Означимо вiдображення BP

k1,...,km
на декартовому добутку

X ×⊗2
s,πX × · · · × ⊗m

s,πX

так, що BP
k1,...,km

(x1, x
⊗2
2 , . . . , x⊗j

j , . . . , x⊗m
m ) є kj-однорiдним полiномом вiд x⊗j

j для фiксо-
ваних x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm для кожного 1 ≤ j ≤ m i

BP
k1,...,km

(x, x⊗2, . . . , x⊗m) = P (x). (13)

Як у твердженнi 2.1, вiдображення BP
k1,...,km

коректно визначене i

‖BP
k1,...,km

‖ ≥ ‖P‖.
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Нехай w ∈ ⊗n
s,πX. Тодi за теоремою 8,

‖w‖k1,...,km := inf
( ∑∞

i1=1 ‖xi1‖
)k1

( ∑∞
i2=1 ‖xi2‖2

)k2 · · ·
( ∑∞

im=1 ‖xim‖m
)km

≤ c(k1, X)c(2k2, X) · · · c(mkm, X)‖w‖,

де iнфiмум береться по всiх зображеннях

w =
( ∞∑

i1=1

xi1

)⊗k1
( ∞∑

i2=1

x⊗2
i2

)⊗k2 · · ·
( ∞∑

im=1

x⊗m
im

)⊗km

.

Таким чином, ми довели наступний наслiдок.

Наслiдок 2.2. Нехай P ∈ P(nX) i k1 + · · ·+ km = m. Тодi

‖P‖ ≤ ‖BP
k1,...,km

‖ ≤ c(k1, X)c(2k2, X) · · · c(mkm, X)‖P‖.

3 Структура множини максимальних iдеалiв алгебри Hb(X)

Позначимо An(X) замикання в рiвномiрнiй топологiї на обмежених множинах алгеб-
ри, породженої полiномами з P(≤nX). Очевидно, що A1(X) ∩ P(nX) = Pc(

nX).

Нагадаймо, що радiус-функцiя R(ϕ) функцiонала ϕ ∈ Hb(X)′ визначена як iнфiмум
всiх r > 0 таких, що ϕ є неперервним в нормi рiвномiрної збiжностi на кулi з центром
в нулi i радiуса r. Згiдно з [2], радiус-функцiю можна обчислити за формулою

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖1/n,

де ϕn = πn(ϕ) — звуження ϕ на простiр n-однорiдних полiномiв. Ми будемо використо-
вувати позначення Mb для множини характерiв (якi завжди можна утотожнити iз за-
мкненими максимальними iдеалами) алгебри Hb(X)

Лема 3.1. ([24]) Нехай ϕ ∈ Hb(X)′. Припустимо, що для деякого фiксованого m > 0,

ϕ(P ) = 0 для кожного P ∈ P(mX) ∩ Am−1(X) i ϕm 6= 0. Тодi iснує функцiонал ψ ∈ Mb

такий, що ψk = 0 для k < m i ψm = ϕm. Крiм цього для радiус-функцiї виконується
рiвнiсть R(ψ) = ‖ϕm‖1/m.

Для довiльного фiксованого елемента x ∈ X, оператор зсуву τx визначається на
Hb(X) рiвнiстю

(τxf)(y) = f(y + x), f ∈ Hb(X).

Вiдомо, що τxf ∈ Hb(X) i для довiльного фiксованого функцiонала ϕ ∈ Hb(X)′ функцiя

x −→ ϕ(τxf), x ∈ X,

належить Hb(X) (див. [2]).
Для довiльних ϕ, θ ∈ Hb(X)′ операцiя згортки ϕ ∗ θ в Hb(X) визначається рiвнiстю

(ϕ ∗ θ)(f) = ϕ(θ(τxf)), f ∈ Hb(X).
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Нехай ϕ, θ ∈ Mb. Згiдно з [2], iснує напрямленiсть (xα), (yβ) ⊂ X така, що

ϕ(P ) = lim
α

P (xα), θ(P ) = lim
β

P (yβ)

для кожного полiнома P. Iншими словами, xα → ϕ i yβ → θ в слабко полiномiальнiй
топологiї. Таким чином, у цьому випадку ми можемо записати:

(ϕ ∗ θ)(P ) = lim
β

lim
α

P (xα + yβ)

для кожного полiнома P. Зауважимо, що Mb є напiвгрупою вiдносно операцiї згортки.
Позначимо для скорочення ϕ1 ∗ · · · ∗ ϕn через

n
+×

k=1
ϕk.

Нехай Ik — мiнiмальний замкнений iдеал в Hb(X), породжений всiма m-однорiдними
полiномами, 0 < m ≤ k. Очевидно, що Ik є власним iдеалом (не мiстить одиницi) i тому
мiститься в деякому максимальному замкненому iдеалi (див. [20]). Позначимо

Φk := {ϕ ∈ Mb : ker ϕ ⊃ Ik}.

При цьому будемо вважати, що Φ0 := Mb. Функцiонал δ(0), що є значенням в нулi,
належить Φk для кожного k.

Наслiдок 3.1. ([24]) Якщо Am(X) 6= Am−1(X) для деякого m > 1, тодi iснує комплек-
сний гомоморфiзм ψ ∈ Φm−1 такий, що ψ /∈ Φm.

Зауважимо, що A1(c0) = An(c0) для кожного n, але Ak(`p) = Am(`p) для k 6= m тодi
i тiльки тодi, коли k < p i m < p [15].

Для послiдовностi характерiв (ϕn)∞n=1 ⊂ Mb таких, що ϕn ∈ Φn−1, нескiнченна згор-
тка

∞
+×

n=1
ϕn лiнiйний мультиплiкативних функцiонал на алгебрi полiномiв P(X) такий,

що
∞
+×

n=1
ϕn(P ) =

k
+×

n=1
ϕn(P ) для кожного P ∈ P(kX) для довiльного натурального k. Цей

мультиплiкативних функцiонал єдиним чином визначає деякий характер з Mb (який ми
будемо позначати тим самим символом

∞
+×

n=1
ϕn) якщо вiн неперервний.

Як вже було вiдзначено, оператор δ вiдображає X в Mb, δ(x)(f) = f(x). Нехай
оператор δ̃ є продовженням δ на X ′′, тобто δ̃(x′′)(f) = f̃(x′′) для кожного x′′ ∈ X ′′.

Теорема 9. ([24]) Iснують послiдовностi спряжених просторiв (Xn)∞n=1 i вiдображень
δ(n) : Xn → Mb такi, що X1 = X ′′, Xn = P(nX)′ ∩ I⊥n−1, δ(1) = δ̃ i довiльний комплексний
гомоморфiзм ϕ ∈ Mb має зображення

ϕ =
∞
+×

n=1
δ(n)(un) (14)

для деякої послiдовностi un ∈ Xn.

Ми будемо позначати X̂∞ реалiзацiю Mb у виглядi простору послiдовностей u =

(u1, . . . , un, . . . ), якi породжують комплекснi гомоморфiзми на Hb(X) за формулою (14).
Для спрощення позначень ми будемо писати P̂ (u1, . . . , um) замiсть

P̂ (u1, . . . , um, 0, 0, . . .), uj ∈ Xj.
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Теорема 10. Нехай P — деякий n-однорiдний полiном. Для кожного фiксованого m,

натуральних k1, . . . , km таких, що k1 + 2k2 + · · ·+ mkm = n iснує вiдображення

B̃P
k1,...,km

: k1X1 × · · · × kmXm → C

таке, що для кожного 1 ≤ j ≤ n, B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , uj, . . . , um) є kj-однорiдним полiномом
вiд змiнної uj ∈ Xj при iнших фiксованих u1, . . . , uj−1, uj+1, . . . , um i

P̂ (u1, . . . , um) =
∑

k1+2k2+···+mkm=n

B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , um).

Крiм того, ∥∥B̃P
k1,...,km

∥∥ ≤ c(k1, X)c(2k2, X) · · · c(mkm, X)‖P‖.
Доведення. Для m = 1 твердження теореми є очевидним. Припустимо, що воно вико-
нується для m− 1. Тодi

P̂ (u1, . . . , um) =
m
+×

j=1
δ(j)(uj)P =

[( m−1
+×

j=1
δ(j)(uj)

)
∗ δ(m)(um)

]
(P )

= δ(m)(um)
( m−1

+×
j=1

δ(j)(uj)τx(P )
)

= δ(m)(um)
( n−1∑

i=0

∑

k1+···+(m−1)km−1=n−i

B̃Pi
k1,...,km−1

(u1, . . . , um−1)

+ P (x)
)
,

де Pi(z) =
(

n−i
i

)
AP (zn−i, xi) є n − i-однорiдним полiномом для довiльного x. Оскiльки

τx(P )(z) =
∑

i Pi(z) i функцiонал
m−1
+×

j=1
δ(j)(uj) є лiнiйним (вiд P ), B̃Pi

k1,...,km−1
(u1, . . . , um−1) є

i-однорiдним полiномом вiд змiнної x для кожного i, де елементи u1, . . . , um−1 зафiксова-
нi. За означенням δm(um),

δm(um)
(
B̃Pi

k1,...,km−1
(u1, . . . , um−1)

)

є i/m-однорiдним полiномом, якщо i/m — натуральне i нулем, в iншому випадку. Анало-
гiчно, δm(um)(P ) є n/m-однорiдним полiномом якщо n/m — натуральне i нулем, в iн-
шому випадку. Отже, якщо i = kmm, то

B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , um) = δm(um)
(
B̃Pi

k1,...,km−1
(u1, . . . , um−1)

)

i якщо n = kmm, то
B̃P

0,...,0,km
(u1, . . . , um) = δm(um)(P ).

Оскiльки Xj є пiдпростором (⊗j
s,πX)′′, то для кожного uj ∈ Xj iснує напрямленiсть

(wj
αj

) ⊂ ⊗j
s,πX така, що ‖wj

αj
‖ ≤ ‖uj‖ i wj

αj
→ uj в ∗-слабкiй топологiї простору (⊗j

s,πX)′′.
Таким чином,

B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , um) = lim
α1

. . . lim
αm

BP
k1,...,km

(w1
α1

, . . . , wm
αm

),
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де BP
k1,...,km

визначено формулою (13). Згiдно з наслiдком 2.2,

∥∥B̃P
k1,...,km

∥∥ =
∥∥BP

k1,...,km

∥∥ ≤ c(k1, X)c(2k2, X) · · · c(mkm, X)‖P‖.

Для довiльного натурального n позначимо p(n) — число додатнiх розв’язкiв дiофан-
тового рiвняння

k1 + 2k2 + · · ·+ nkn = n.

З комбiнаторики добре вiдомо, що p(n) дорiвнює числу всiх розбиттiв n на натуральнi
доданки i асимптотично

p(n) ∼ eπ
√

2n/3

4n
√

3
. (15)

Теорема 11. Нехай u = (uk)
∞
k=1 — деяка послiдовнiсть елементiв uk ∈ Xk. Функцiонал

u належить X̂∞, тобто, ϕ =
∞
+×

k=1
δ(k)(uk) ∈ Mb тодi i тiльки тодi, коли sup

k
‖uk‖1/k < ∞. В

цьому випадку
sup

k
‖uk‖1/k ≤ R(ϕ) ≤ e sup

k
‖uk‖1/k. (16)

Доведення. Нехай supk ‖uk‖1/k = r < ∞ для деякого додатного r. Тодi ‖uk‖ ≤ rk. Для
довiльного P ∈ P(nX), ‖P‖ = 1 маємо

‖ϕn(P )‖ = ‖ϕ(P )‖ = ‖P̂ (u1, . . . , un)‖
=

∥∥∥
∑

k1+2k2+···+nkn

B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , un)
∥∥∥

≤
∑

k1+2k2+···+nkn=n

‖B̃P
k1,...,km

(u1, . . . , un)‖

≤ mn

∑

k1+2k2+···+nkn=n

‖u1‖k1 · · · ‖un‖kn ,

де
mn = max

k1+2k2+···+nkn=n
[c(k1, X)c(2k2, X) · · · c(mkm, X)].

Зауважимо, що

mn ≤ max
s1+···+sn=n

ss1
1 · · · ssn

n

s1! · · · sn!
.

Згiдно з асимптотичною, формулою Стiрленга,

lim sup
n→∞

m1/n
n ≤ e.

Таким чином

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖1/n

≤ e lim sup
n→∞

(p(n)rk1+2k2+···+nkn)1/n = er lim sup
n→∞

(p(n))1/n.
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Використовуючи асимптотичну формулу (15), отримуємо

R(ϕ) ≤ er = e sup
k
‖uk‖1/k < ∞.

Тому ϕ ∈ Mb.

З iншого боку, ‖uk‖ ≤ ‖ϕkm‖ для кожного натурального m. Отже

sup
k
‖uk‖1/k ≤ lim sup

k→∞
‖ϕk‖1/k = R(ϕ).

Для довiльного елемента u = (uk)
∞
k=1 ∈ X̂∞ позначимо ν(u) := sup ‖uk‖1/k.

Теорема 12. Множина X̂∞ є лiнiйним простором вiдносно операцiй (uk)
∞
k=1 +(vk)

∞
k=1 :=

(uk+vk)
∞
k=1 i λ(uk)

∞
k=1 := (λuk)

∞
k=1 та функцiя ρ(u, v) := ν(u−v) є метрикою, iнварiантною

вiдносно трансляцiй на X̂∞.

Доведення. Оскiльки

‖uk + vk‖1/k ≤ (‖uk‖+ ‖vk‖)1/k ≤ ‖uk‖1/k + ‖vk‖1/k,

то
sup

k
‖uk + vk‖1/k ≤ sup

k
(‖uk‖1/k + ‖vk‖1/k) ≤ sup

k
‖uk‖1/k + sup

j
‖vj‖1/j.

Тому
ν(u + v) ≤ ν(u) + ν(v). (17)

Крiм того, якщо |λ| ≥ 1, то

ν(λu) = sup
k
‖λuk‖1/k ≤ λ sup

k
‖uk‖1/k = λν(u)

i якщо |λ| ≤ 1, то
ν(λu) ≤ ν(u).

Тому X̂∞ — лiнiйний простiр. Поклавши у (17) u−w замiсть u i w−v замiсть v отримаємо
нерiвнiсть трикутника для ρ:

ρ(u, v) ≤ ρ(u, w) + ρ(w, v).

Отже ρ — метрика.

Зауважимо, що (X̂∞, ρ) не є топологiчним лiнiйним простором тому, що множен-
ня на константу не є неперервною операцiєю. Справдi, нехай ν(uk) = ak, a > 0. Тодi
u(u1, u2, . . .) ∈ (X̂∞, ρ) i для кожного 0 < λ ≤ 1, ν(λu) = a, але ν(λu) = 0 при λ = 0.
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4 Алгебри аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi банахового
простору

У цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо множину максимальних iдеалiв банахових ал-
гебр аналiтичних функцiй на одиничнiй кулi B комплексного банахового простору X.

Ми будемо розглядати наступнi рiвномiрнi алгебри: H∞(B) — алгебра обмежених ана-
лiтичних функцiй на B, H∞

uc(B) — алгебра обмежених аналiтичних функцiй на B, якi є
рiвномiрно неперервнi на B, H∞

c (B) — алгебра обмежених аналiтичних функцiй на B,

неперервних на B. Очевидно, що

Hb(X) ⊂ H∞
uc(B) ⊂ H∞

c (B) ⊂ H∞(B).

В [2] показано, що якщо X — нескiнченновимiрний банахiв простiр, то всi включення є
власними.

Позначимо Muc, Mc i M∞ — множину максимальних iдеалiв алгебр H∞
uc(B), H∞

c (B)

i H∞(B) вiдповiдно. Згiдно з [2],

Muc = {ϕ ∈ Mb : R(ϕ) ≤ 1}. (18)

Крiм того, iснує природна проекцiя % : M∞ → Mb, що є звуженням функцiоналiв з M∞

на Hb(X), яка є бiєкцiєю на множинi тих ϕ ∈ M∞, для яких R(ϕ) < 1. Зокрема

Muc ⊂ Mc ⊂ M∞. (19)

Твердження 4.1. Множини Muc, Mc i M∞ мiстять замкненi одиничнi кулi просторiв
Xn для кожного n.

Доведення. Згiдно з лемою 3.1 для довiльного uk ∈ Xk, R(uk) ≤ 1 тодi i тiльки тодi,
коли ‖uk‖ ≤ 1. Тому, згiдно з рiвнiстю (18), одиничнi кулi просторiв Xn мiстяться в
Muc. З вкладень (19) випливає, що вони мiстяться в Mc i M∞.

Нагадаємо, що згiдно з теоремою 9, Xn — спряжений простiр до деякого простору
Wn.

Лема 4.1. Нехай P1, . . . , Pm ∈ Wn, |Pk(x)| < 1 для ‖x‖ < 1, k = 1, . . . ,m i h — деяка
функцiя з H∞(∆m), ‖h‖ < a, де ∆m — одиничний диск в Cm. Тодi iснує функцiя f ∈
H∞(B) така, що звуження f̂ на Xn збiгається з h(P1, . . . , Pm) i ‖f̂‖ < a.

Доведення. Оскiльки простiр Wn = P(nX)/(In−1∩P(nX)), то ми можемо розглядати Pk

як класи еквiвалентноcтi в просторi n-однорiдних полiномiв. Нехай Qk — деякi представ-
ники елементiв Pk в просторi P(nX). Покладемо

f(x) := h(Q1(x), . . . , Qm(x)).

Внаслiдок вiдкритостi фактор-вiдображення ми можемо вибрати представники Qk так,
що ‖Qk‖ < 1 i ‖f‖ < a. Тому (Q1(x), . . . , Qm(x)) ∈ ∆m i ‖f‖ ≤ ‖h‖ < a. Отже f ∈ H∞(B).

За побудовою, звуження f̂ на Xn збiгається з h(P1, . . . , Pm).
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Скажемо, що послiдовнiсть (zj) ⊂ M∞ є iнтерполюючою послiдовнiстю для H∞(B),

якщо для довiльної обмеженої послiдовностi (αj) ∈ `∞ iснує функцiя f ∈ H∞(B) така,
що f̂(zj) = αj, 1 ≤ j ≤ ∞.

У [2, Теорема 10.5] доведено, що кожна послiдовнiсть з одиничної кулi X ′′, норма
елементiв якої збiгається до одиницi, мiстить iнтерполюючу пiдпослiдовнiсть для ал-
гебри H∞(B). Наступна теорема узагальнює цей результат, використовуючи аналогiчну
схему доведення.

Теорема 13. Нехай (zj) така послiдовнiсть з Xn, що ‖zj‖ → 1 при j → ∞. Тодi (zj)

мiстить iнтерполюючу пiдпослiдовнiсть для H∞(B).

Доведення. Переходячи, якщо потрiбно, до пiдпослiдовностi в (zj), виберемо послiдов-
ностi (Pj) ⊂ Wn, ‖Pj‖ < 1, 0 < Pj(zj), i rj, 0 < rj < 1 та послiдовнiсть конформних
вiдображень одиничного диску комплексного простору в праву пiвплощину (Ψj) так,
що

Ψj(Pj(zj)
j) = j, 0 < Ψj(0) < 1, (20)

rj → 1 при j →∞,

Ψj(Pj(x)j) < 1/2j для довiльного x ∈ Xn, ‖x‖ < rj. (21)

Iснування таких послiдовностей випливає з того, що кожне конформне вiдображення
Ψj повнiстю визначається значеннями в двох точках. Будемо брати rj так, щоб

sup
‖x‖<rj

Pj(x)j < Pj(zj)
j

i визначати Ψj з умов (20), (21).
Покладемо hj = Ψj ◦ P j

j . Тодi |hj(x)| < 1/2j для довiльного x ∈ Xn, ‖x‖ < rj.

Визначимо
gm =

h1 + · · ·+ hm − 1

h1 + · · ·+ hm + 1
.

Тодi послiдовнiсть функцiй gm обмежена за модулем одиницею i рiвномiрно збiгається
на довiльнiй кулi з центром в нулi радiуса r, 0 < r < 1 в Xn до деякої функцiї g.

Згiдно з лемою 4.1, функцiї gm можна продовжити до деяких функцiй fm ∈ H∞(B),

‖fm‖ < 1, при цьому, внаслiдок вiдкритостi вiдображення fm 7→ gm, послiдовнiсть fm

можна вибрати збiжною. Внаслiдок повноти fm ∈ H∞(B) в топологiї рiвномiрної збi-
жностi, послiдовнiсть (fm) прямує до деякої функцiї f ∈ H∞(B). Отже |f(zj)| ≤ 1 для
j ≥ 1 i f(zj) → 1 при j → 1. Нехай zjk

— пiдпослiдовнiсть в zj така, що f(zjk
) —

iнтерполююча послiдовнiсть в H∞(∆), де ∆ — одиничний диск в C. Iснування такої
послiдовностi випливає з вiдомої теореми Карлесона про iнтерполяцiю [18]. Тодi zjk

—
iнтерполююча послiдовнiсть в H∞(B).

Позначимо через nπ неперервний проектор з X̂∞ = Mb на Xn. З формули (18) вид-
но, що nπ(M∞

uc ) = BXn , де BXn — одинична куля в Xn. Оскiльки простiр полiномiв є
спiльним для обох алгебр H∞

uc(B) та H∞(B), i алгебра H∞
uc(B) є рiвномiрною границею

полiномiв, то nπ(M∞) ⊂ nπ(Muc). З iншого боку, як було вже вiдзначено, множини M∞ i
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Muc перетинаються по множинi {ϕ ∈ Mb : R(ϕ) < 1}. Тому nπ(M∞) ⊃ BXn . Крiм того,
на множинi {ϕ ∈ Mb : R(ϕ) < 1} топологiя Гельфанда H∞(B) i H∞

uc(B) збiгаються i
ця топологiя збiгається з ∗-слабкою на BXn . Тому nπ є неперервним вiдображенням з
{ϕ ∈ M∞ : R(ϕ) < 1} в BXn iз ∗-слабкою топологiєю. Оскiльки неперервний образ
компакта — компакт i BXn — компакт в ∗-слабкiй топологiї, то nπ(M∞) = BXn .

Нехай z ∈ BXn . Наростом множини M∞ над точкою z будемо називати множину

M∞
z := (nπ)−1({z}).

Наступна теорема узагальнює результат iз роботи [2], доведений для випадку BX1 =

BX′′ .

Теорема 14. Нехай X — нескiнченновимiрний банахiв простiр i для деякого n Xn є
нетривiальним нескiнченновимiрним простором i вiдповiдний йому простiр Wn є спря-
женим. Тодi над кожною точкою z ∈ Xn, ‖z‖ = 1 лежить нарiст M∞

z , який мiстить
β(N) \ N. Якщо простiр Xn — нескiнченновимiрний, тодi над кожною точкою z ∈ BXn

лежить нарiст M∞
z , який мiстить β(N) \ N.

Доведення. Нехай {zj} — послiдовнiсть в BXn така, що zj → z в ∗-слабкiй топологiї
простору Xn i ‖zj‖ → 1 при j →∞. Якщо ‖z‖ = 1, то достатньо покласти zj = rjz для
числової послiдовностi 0 < rj < 1, rj → 1. Якщо ‖z‖ < 1, то в умовах теореми така
послiдовнiсть iснує [10]. Переходячи до пiдпослiдовностi, ми можемо вважати за теоре-
мою 13, що послiдовнiсть zj — iнтерполююча для H∞(B). Тому замикання пiдмножини
δ(n)(zj) в M∞ гомеоморфне до β(N). Оскiльки zj прямує до z в ∗-слабкiй топологiї i
nπ — неперервне вiдображення з M∞ в BXn iз ∗-слабкою топологiєю, то nπ вiдображає
всi граничнi точки послiдовностi (zj) в z. Отже, нарiст над точкою z мiстить β(N)\N.

Iснування наросту, який мiстить β(N) \ N, на множиннi M∞ зумовлене тим, що
H∞(B) мiстить замкненi пiдалгебри, iзоморфнi до `∞ (якi є завжди доповнювальними
внаслiдок iн’єтивностi `∞). Вiдмiннiсть вiд скiнченновимiрного випадку полягає в тому,
що нарости знаходяться не тiльки над точками межi, а й над внутрiшнiми точками
множини одиничних куль BXn .
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Notas de Matemática, vol. 37, IMPA, Rio de Janeiro, 1968.

18. L. Karleson, Interpolation by bounded analytic functions and the corona problem, Ann. Math. 76 (1962),
547–559.

19. A. Mallios, Topological Algebras. Selected Topics, Mathematics Studies, vol. 124, North-Holland,
Amsterdam, New York, Oxford, 1986, 535 p.

20. J. Mujica, Complex Analysis in Banach Spaces, North-Holland, Amsterdam, New York, Oxford, 1986.

21. J. Mujica, Ideals of holomorphic functions on Tsirelson’s space, Archiv der Mathematik 76 (2001),
292–298.

22. L. Nachbin, Topology on spaces of holomorphic mappings, Erd. der Math., vol. 47, Springer-Verlag, New
York, 1969.

23. W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, New York, 1973.

24. A. Zagorodnyuk, Spectra of algebras of entire functions on Banach spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 134
(2006), 2559–2569.

25. A. Zagorodnyuk, Spectra of Algebras of analytic functions and polynomials on Banach spaces,
Contemporary Math. 435 (2007), 381–394.

Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. В. Стефаника,

Iвано-Франкiвськ, Україна.

Надiйшло 2.12.2008



34 Загороднюк А.В.

Zagorodnyuk A.V. Algebras of analytic functions on Banach spaces, Carpathian Mathematical
Publications, 1, 1 (2009), 15–34.

The paper contains a survey of the most important results about structures of spectra of
algebras of analytic functions of bounded type on Banach spaces and some new results in this
area. Also, we have some applications to interpolations in algebras of analytic functions on unit
balls of Banach spaces.

Загороднюк А.В. Алгебры аналитических функций на банаховых пространствах // Кар-
патские математические публикации. — 2009. — Т.1, №1. — C. 15–34.

В работе сделано обзор основных результатов о структуре множества максимальных
идеалов алгебры целых аналитических функций ограниченного типа на банаховом прост-
ранстве и доказано некоторые новые результаты в этой области. Получены применения
к интерполяции в алгебрах аналитических функций в единичном шаре банахового прост-
ранства.


