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За допомогою параперманентiв трикутних матриць дослiджуються перiодичнi реку-
рентнi дроби третього порядку.

Вступ

Однiєю iз найбiльш актуальних задач чисельного аналiзу є задача про рацiональ-
нi наближення алгебраїчних iррацiональностей. Для квадратичних iррацiональностей
ця задача вирiшується за допомогою рацiональних вкорочень перiодичних ланцюгових
дробiв. Для рацiональних наближень iррацiональностей третього та вищих порядкiв
було побудовано ряд алгоритмiв, що узагальнюють ланцюговi дроби. При побудовi та-
ких алгоритмiв використовувалися лiнiйнi однорiднi форми, дроби Фарея, матричний
пiдхiд тощо. Проте найбiльш природним виявився алгоритм Фюрстенау [3], розвинений
в [1].

В статтi вивчаються рацiональнi наближення кубiчних iррацiональностей за допомо-
гою перiодичних рекурентних дробiв третього порядку, побудованих на основi алго-
ритму Фюрстенау. Зауважимо, що випадок одноперiодичних рекурентних дробiв довiль-
ного порядку дослiджено в [1]. Ефективний алгоритм обчислення значень рацiональних
вкорочень перiодичних рекурентних дробiв третього порядку побудовано у [2]. Тому в
статтi дослiджуватимуться двоперiодичнi та триперiодичнi рекурентнi дроби. Зокрема
буде встановлено зв’язок значень мiшаних перiодичних рекурентних дробiв iз значен-
нями вiдповiдних перiодичних рекурентних дробiв.

Наведемо деякi основнi поняття, якi будуть використанi нижче.
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1 Основнi поняття про параперманенти та рекурентнi дроби

Нехай K — деяке числове поле.

Означення 1.1 ([4]). Трикутну таблицю

A =




a11

a21 a22

...
... . . .

an1 an2 · · · ann




n

(1)

чисел iз числового поля K назвемо трикутною матрицею, елемент a11 — верхнiм еле-
ментом цiєї трикутної матрицi, а число n — її порядком.

Означення 1.2 ( [4]). Нехай A — трикутна матриця (1). Парадетермiнантом та пара-
перманентом трикутної матрицi A називають вiдповiдно числа:

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1}

та

pper(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

де сумування проводиться за множиною натуральних розв’язкiв рiвняння

p1 + p2 + . . . + pr = n,

а символом {aij} позначено факторiальний добуток елемента aij, що задається рiвнiстю

{aij} =
i∏

k=j

aik.

Означення 1.3 ([1]). Нехай aij, (1 6 j 6 i < ∞) — деякi цiлi числа. Алгебраїчнi об’єкти
вигляду

α =




a11
a22

a12
a12

... . . .
. . .

an−1,n−1

an−2,n−1

an−2,n−1

an−3,n−1
. . . a1,n−1

an,n

an−1,n

an−1,n

an−2,n
. . . a2,n

a1,n
a1,n

0 an,n+1

an−1,n+1
. . . a3,n+1

a2,n+1

a2,n+1

a1,n+1
a1,n+1

0 0 . . . a4,n+2

a3,n+2

a3,n+2

a2,n+2

a2,n+2

a1,n+2
a1,n+2

... . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .



∞

(2)
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та

Pm

Qm

=




a11
a22

a12
a12

... . . .
. . .

an,n

an−1,n

an−1,n

an−2,n
. . . a1,n

0 an,n+1

an−1,n+1
. . . a3,n+1

a2,n+1
a1,n+1

0 0 . . . a4,n+2

a3,n+2

a3,n+2

a2,n+2
a1,n+2

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 0 . . . 0 an,m

an−1,m

an−1,m

an−2,m
. . . a1,m




m

,

де

Pm =




a11
a22

a12
a12

... . . .
. . .

an,n

an−1,n

an−1,n

an−2,n
. . . a1,n

0 an,n+1

an−1,n+1
. . . a3,n+1

a2,n+1
a1,n+1

0 0 . . . a4,n+2

a3,n+2

a3,n+2

a2,n+2
a1,n+2

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 0 . . . 0 an,m

an−1,m

an−1,m

an−2,m
. . . a1,m




m

,

Qm =




a12
a23

a13
a13

... . . .
. . .

an−1,n

an−2,n

an−2,n

an−3,n
. . . a1,n

an,n+1

an−1,n+1

an−1,n+1

an−2,n+1
. . . a2,n+1

a1,n+1
a1,n+1

0 an,n+2

an−1,n+2
. . . a3,n+2

a2,n+2

a2,n+2

a1,n+2
a1,n+2

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 0 . . . 0 an,m

an−1,m

an−1,m

an−2,m
. . . a1,m




m−1

— параперманенти вiдповiдних трикутних матриць, назвемо вiдповiдно рекурентним
дробом n-го порядку та його m-тим рацiональним вкороченням.

2 Перiодичнi рекурентнi дроби

Означення 2.1 ([1]). Рекурентний дрiб n-го порядку (2) називають k-перiодичним,
якщо його елементи задовольняють рiвнiсть

ai,rk+j = ai,j, i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , k.

Встановимо зв’язки перiодичних рекурентних дробiв третього порядку iз дiйсними
додатнiми коренями кубiчних рiвнянь.
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Розглянемо перiодичний рекурентний дрiб третього порядку з перiодом 2



q1
p2

q2
q2

r1

p1

p1

q1
q1

0 r2

p2

p2

q2
q2

0 0 r1

p1

p1

q1
q1

0 0 0 r2

p2

p2

q2
q2

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .




,

де qi та pi – додатнi числа. Розкладемо чисельник цього дробу за елементами першого
стовпця

[q1]n
[q2]n−1

=
q1[q2]n−1 + p2[q1]n−2 + r1[q2]n−3

[q2]n−1

= q1 +
p2

[q2]n−1

[q1]n−2

+
r1

[q2]n−1

[q1]n−2
· [q1]n−2

[q2]n−3

. (3)

В цiй рiвностi параперманент i-го порядку з верхнiм елементом qj, j = 1, 2, позначе-
но через [qj]i. Аналогiчно розкладаємо чисельник дробу [q2]n−1

[q1]n−2
за елементами першого

стовпця
[q2]n−1

[q1]n−2

= q2 +
p1

[q1]n−2

[q2]n−3

+
r2

[q1]n−2

[q2]n−3
· [q2]n−3

[q1]n−4

. (4)

Нехай
lim

m→∞
[q1]m

[q2]m−1

= x, lim
m→∞

[q2]m
[q1]m−1

= y.

Тодi, спрямовуючи в рiвностях (3), (4) n до нескiнченностi, отримаємо систему рiвнянь
{

x = q1 + p2

y
+ r1

xy
,

y = q2 + p1

x
+ r2

xy
,

з якої знаходимо, що
y =

p2x + r1

x2 − q1x
,

а x є додатнiм коренем кубiчного рiвняння

(q2p2 + r2)x
3 = (q1q2p2 + p2

2 + 2q1r2 − p1p2 − q2r1)x
2

+(q1p1p2 + q1q2r1 − 2p2r1 − q2
1r2 − p1r1)x + r1(q1p1 + r1),

або за допомогою параперманентiв

[
q2
r2

p2
p2

]
x3 =







q1
p2

q2
q2

0 r2

p2
p2


−

[
p1
−q1r2

p2
p2

]
− r1

[
q2

]

 x2

+







q1
r1

p1
p1

0 −q1r2

p2
p2


 + r1

([
q1
p2

q2
q2

]
− [

p1

]
)

 x + r1

[
q1
r1

p1
p1

]
.
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Приклад 2.1. Нехай q1 = 3, q2 = 2, p1 = 3, p2 = 2, r1 = 3, r2 = 2, тодi рекурентний
дрiб матиме вигляд 



3
2
2

2
3
3

3
3

3

0 2
2

2
2

2

0 0 3
3

3
3

3

0 0 0 2
2

2
2

2
... . . . . . . . . . . . . . . .

. . .




,

а рацiональнi вкорочення, якi наближують дiйсний корiнь

x =
1

18
(16 +

3

√
30664 + 162

√
26118 +

3

√
30664− 162

√
26118) ≈ 3, 941055084

кубiчного рiвняння
6x3 = 16x2 + 21x + 36,

дорiвнюють

δ1 =
3

1
= 3, δ2 =

8

2
= 4, δ3 =

36

9
= 4,

δ4 =
94

24
≈ 3, 916, δ5 =

414

105
≈ 3, 942, δ6 =

1088

276
≈ 3, 9420,

δ7 =
4788

1215
≈ 3, 9407, δ8 =

12580

3192
≈ 3, 9411, δ9 =

55368

14049
≈ 3, 94106,

δ10 =
145472

36912
≈ 3, 941048, δ11 =

640260

162459
≈ 3, 941055

δ12 =
1682200

426840
≈ 3, 94105519, δ13 =

7403796

1878633
≈ 3, 94105501,

δ14 =
19452512

4935864
≈ 3, 941055102, δ15 =

85615524

21724011
≈ 3, 94105508,

δ16 =
224943664

57077016
≈ 3, 941055082, δ17 =

990035100

251210673
≈ 3, 941055084,

δ18 =
2601188576

660023400
≈ 3, 941055084.

Тепер розглянемо перiодичний рекурентний дрiб третього порядку з перiодом 3:




q1
p2

q2
q2

r3

p3

p3

q3
q3

0 r1

p1

p1

q1
q1

0 0 r2

p2

p2

q2
q2

0 0 0 r3

p3

p3

q3
q3

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .




,
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де qi та pi – додатнi числа. Розкладемо чисельник цього дробу за елементами першого
стовпця

[q1]n+1

[q2]n
=

q1[q2]n + p2[q3]n−1 + r3[q1]n−2

[q2]n
= q1 +

p2

[q2]n
[q3]n−1

+
r3

[q2]n
[q3]n−1

· [q3]n−1

[q1]n−2

.

Розкладемо чисельник дробу [q2]n
[q3]n−1

за елементами першого стовпця

[q2]n
[q3]n−1

=
q2[q3]n−1 + p3[q1]n−2 + r1[q2]n−3

[q3]n−1

= q2 +
p3

[q3]n−1

[q1]n−2

+
r1

[q3]n−1

[q1]n−2
· [q1]n−2

[q2]n−3

.

Розкладемо чисельник дробу [q3]n−1

[q1]n−2
за елементами першого стовпця

[q3]n−1

[q1]n−2

=
q3[q1]n−2 + p1[q2]n−3 + r2[q3]n−4

[q1]n−2

= q3 +
p1

[q1]n−2

[q2]n−3

+
r2

[q1]n−2

[q2]n−3
· [q2]n−3

[q3]n−4

.

Нехай iснують границi

lim
n→∞

[q1]n+1

[q2]n
= x, lim

n→∞
[q2]n

[q3]n−1

= y, lim
n→∞

[q3]n−1

[q1]n−2

= z,

тодi останнi три рiвностi запишуться у виглядi системи рiвнянь




x = q1 + p2

y
+ r3

yz
,

y = q2 + p3

z
+ r1

zx
,

z = q3 + p1

x
+ r2

xy
.

(5)

Звiдси маємо кубiчне рiвняння

(q2q3p2p3 − q2
2q3r3 + q2p3r2 − q2p3r3 + p2p

2
3)x

3

= (q1q2q3p2p3 − q2q3p2r1 − q1q
2
2q3r3 − q2q3p2r3 + q3p

2
2p3 + q2

2p1r3 − q2p1p2p3

+2q1q2p3r2 − q2r1r2 + q2r2r3 + p2p3r2 − q1q2p3r3 + q2r1r3 − q2r
2
3 + q1p2p

2
3 + p2p3r3

−2p2p3r1)x
2 + (q1q2q3p2r1 + q3p

2
2r1− q2p1p2r1− q1q

2
2p1r3 + q1q2p1p2p3 − q2p1p2r3

+p1p
2
2p3 + 2q1q2r1r2 − q2

1q2p3r2 − q1q2r2r3 − q1p2p3r2 + p2r1r2 − p2r2r3 − q1q2r1r3

+2q1p2p3r1− p2r
2
1+ p2r1r3)x + r1(q1q2p1p2− q2

1q2r2 + p1p
2
2− q1p2r2 + q1p2r1),

або за допомогою параперманентiв




q2
p3

q3
q3

0 r2

p2
p2

0 0 −q2r3

p3
p3


x3=







q1
p2

q2
q2

r3

p3

p3

q3
q3

0 0 r2

p2
p2

0 0 0 −q2r3

p3
p3



−




q2
r1

p1
p1

0 −q1r2

p2
p2

0 r2

q2

−q2r3

p3
p3


−r1




q2
p3

q3
q3

0 r2

p2
p2







x2
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+







q1
p2

q2
q2

0 r1

p1
p1

0 0 −q1r2

p2
p2

0 0 r2

q2

−q2r3

p3
p3



+r1







q1
p2

q2
q2

r3

p3

p3

q3
q3

0 0 r2

p2
p2


−




q2
r1

p1
p1

0 −q1r2

p2
p2










x+r1




q1
p2

q2
q2

0 r1

p1
p2

0 0 −q1r2

p2
p2


 .

Приклад 2.2. Нехай q1 = 3, q2 = 2, q3 = 1, p1 = 3, p2 = 2, p3 = 1, r1 = 3, r2 = 2, r3 = 1,
тодi рекурентний дрiб матиме вигляд




3
2
2

2
1
1

1
1

1

0 3
3

3
3

3

0 0 2
2

2
2

2

0 0 0 1
1

1
1

1
... . . . . . . . . . . . . . . .

. . .




,

а рацiональнi вкорочення, якi наближують дiйсний корiнь

x =
1

6
(1 +

3

√
1630 + 45

√
561 +

3

√
1630− 45

√
561) ≈ 3, 863421135

кубiчного рiвняння
4x3 = 2x2 + 38x + 54,

або
2x3 = x2 + 19x + 27,

дорiвнюють

δ1 =
3

1
= 3, δ2 =

8

2
= 4, δ3 =

12

3
= 4,

δ4 =
69

18
≈ 3, 833, δ5 =

178

46
≈ 3, 8696, δ6 =

1518

393
≈ 3, 8626,

δ7 =
3910

1012
≈ 3, 86364, δ8 =

5687

1472
≈ 3, 863451, δ9 =

33345

8631
≈ 3, 863399,

δ10 =
85884

22230
≈ 3, 8634278, δ11 =

124916

32333
≈ 3, 86342127,

δ12 =
732435

189582
≈ 3, 8634206, δ13 =

1886470

488290
≈ 3, 86342133,

δ14 =
2743821

710205
≈ 3, 863421125, δ15 =

16088178

4164231
≈ 3, 863421121,

δ16 =
41436938

10725452
≈ 3, 863421141, δ17 =

60268937

15599888
≈ 3, 863421135,

δ18 =
353382159

910176068
≈ 3, 863421135.
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3 Мiшанi перiодичнi рекурентнi дроби

Розглянемо мiшаний перiодичний рекурентний дрiб третього порядку з передпе-
рiодом 4 i перiодом 3




q∗0
p∗1
q∗1

q∗1
r∗2
p∗2

p∗2
q∗2

q∗2
0

r∗3
p∗3

p∗3
q∗3

q∗3
0 0 r1

p1

p1

q1
q1

0 0 0 r2

p2

p2

q2
q2

0 0 0 0 r3

p3

p3

q3
q3

0 0 0 0 0 r1

p1

p1

q1
q1

0 0 0 0 0 0 r2

p2

p2

q2
q2

0 0 0 0 0 0 0 r3

p3

p3

q3
q3

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .



∞

,

де q∗j , qi та pi – додатнi числа. Розкладемо чисельник цього дробу за елементами вписаної
прямокутної таблицi T (5), а знаменник — за елементами таблицi T (4). Отримаємо,

[q∗0]n+4

[q∗1]n+3

=
[q∗0]4(q1[q2]n−1+p2[q3]n−2+r3[q4]n−3)+[q∗0]3(p1[q2]n−1+r2[q3]n−2)+[q∗0]2r1[q2]n−1

[q∗1]3(q1[q2]n−1+p2[q3]n−2+r3[q4]n−3)+[q∗1]2(p1[q2]n−1+r2[q3]n−2)+[q∗1]1r1[q2]n−1

.

В чисельнику i знаменнику вираз у перших дужках є розкладом параперманента [q1]n
за елементами першого стовпця

[q∗0]4[q1]n+[q∗0]3(p1[q2]n−1+r2[q3]n−2)+[q∗0]2r1[q2]n−1

[q∗1]3[q1]n+[q∗1]2(p1[q2]n−1+r2[q3]n−2)+[q∗1]1r1[q2]n−1

.

Перегрупуємо доданки

[q∗0]4[q1]n+([q∗0]3p1+[q∗0]2r1)[q2]n−1+[q∗0]3r2[q3]n−2

[q∗1]3[q1]n+([q∗1]2p1+[q∗1]1r1)[q2]n−1+[q∗1]2r2[q3]n−2

,

подiлимо чисельник i знаменник на [q3]n−2, отримаємо

[q∗0]4
[q1]n

[q2]n−1

[q2]n−1

[q3]n−2
+([q∗0]3p1+[q∗0]2r1)

[q2]n−1

[q3]n−2
+[q∗0]3r2

[q∗1]3
[q1]n

[q2]n−1

[q2]n−1

[q3]n−2
+([q∗1]2p1+[q∗1]1r1)

[q2]n−1

[q3]n−2
+[q∗1]2r2

.

Нехай iснують границi

lim
n→∞

[q∗0]n+4

[q∗1]n+3

= x∗, lim
n→∞

[q1]n
[q2]n−1

= x, lim
n→∞

[q2]n−1

[q3]n−2

= y.

Тодi останнiй вираз запишеться у виглядi

x∗ =
[q∗0]4xy + ([q∗0]3p1 + [q∗0]2r1)y + [q∗0]3r2

[q∗1]3xy + ([q∗1]2p1 + [q∗1]1r1)y + [q∗1]2r2

,
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де x, y – розв’язки системи (5) для перiодичного рекурентного дробу



q1
p2

q2
q2

r3

p3

p3

q3
q3

0 r1

p1

p1

q1
q1

0 0 r2

p2

p2

q2
q2

0 0 0 r3

p3

p3

q3
q3

... . . . . . . . . . . . . . . .
. . .




.

Приклад 3.1. Нехай q∗0 = 3, q∗1 = 2, q∗2 = 3, q∗3 = 2, p∗1 = 4, p∗2 = 3, p∗3 = 4, r∗2 = 1,
r∗3 = 1, q1 = 2, q2 = 3, q3 = 1, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 1, r1 = 2, r2 = 3, r3 = 1, тодi мiшаний
рекурентний дрiб матиме вигляд




3
4
2

2
1
3

3
3

3

0 1
4

4
2

2

0 0 2
2

2
2

2

0 0 0 3
3

3
3

3

0 0 0 0 1
1

1
1

1

0 0 0 0 0 2
2

2
2

2

0 0 0 0 0 0 3
3

3
3

3

0 0 0 0 0 0 0 1
1

1
1

1
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .



∞

.

Значення мiшаного перiодичного рекурентного дробу збiгається до числа

x∗ =
127xy + 100y + 120

27xy + 22y + 27
,

де

x =
1

9
· ( 3

√
1630 + 45 ·

√
561 +

3

√
1630− 45 ·

√
561 + 4) ≈ 2.9089474235938

— корiнь кубiчного рiвняння

9x3 = 12x2 + 33x + 24,

або
3x3 = 4x2 + 11x + 8,

два iншi коренi якого – комплекснi, а

y =
6

x2 − x− 4
.

Отже,
x∗ ≈ 4.5462675971938.
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Знайдемо рацiональнi вкорочення цього дробу, отримаємо

δ1 =
10

2
= 5, δ2 =

40

9
= 4, 44, δ3 =

123

27
= 4, 555,

δ4 =
346

76
≈ 4, 553, δ5 =

1527

336
≈ 4, 5446, δ6 =

1996

439
≈ 4, 54670,

δ7 =
7738

1702
≈ 4, 54642, δ8 =

33783

7431
≈ 4, 546225, δ9 =

43517

9572
≈ 4, 546281,

δ10 =
170076

37410
≈ 4, 546271, δ11 =

742128

163239
≈ 4, 5462665,

δ12 =
955721

210221
≈ 4, 54626798, δ13 =

3735850

821740
≈ 4, 54626767,

δ14 =
16301097

3585600
≈ 4, 546267570, δ15 =

20992668

4617561
≈ 4, 54626761,

δ16 =
82059230

18049802
≈ 4, 5462675990, δ17 =

358058985

78758889
≈ 4, 5462675965,

δ18 =
461110883

101426252
≈ 4, 54626759747.
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