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Розглянуто багатоточковi крайовi задачi для нелiнiйних систем диференцiальних рiв-
нянь з параметром. Доведено теореми iснування та єдиностi.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1), λ) + Aλ, (1)

де x = (x1, x2, . . . , xm)
T , f = (f1, f2, . . . , fm)

T i параметр λ = (λ1, λ2, . . . , λm)
T — вектори

m-вимiрного евклiдового простору Em, A — невироджена матриця, та поставимо задачу
вiдшукання її розв’язкiв, якi задовольняють умови

x(ti) = x0
i , i = 1, 2, . . . , n+ 1; 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn+1 ≤ h. (2)

Оскiльки кiлькiсть умов, якi повинен задовольняти розв’язок, бiльша вiд порядку
системи, то задача (1), (2), взагалi кажучи, розв’язкiв може не мати. Досягти виконан-
ня всiх умов (2) можна за рахунок вдалого вибору параметра λ, який у цьому випадку
виступає у ролi керування. Фактично задача, яку ми дослiджуємо, є рiзновиднiстю до-
бре вiдомої iз якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь задачi Валле-Пуссена. На вiдмiну
вiд рiзних методiв її дослiдження, розглянутих авторами ряду статей (див., наприклад,
[1, 3]), де задача (1), (2) розглядалася для рiвнянь першого порядку, ми пропонуємо
новий пiдхiд, який ґрунтується на вiдшуканнi розв’язкiв на множинi функцiй, що за-
довольняють умови (2). Його застосування дозволило сформулювати та довести новi
теореми iснування та єдиностi розв’язкiв задачi (1), (2), обґрунтувати iснування шир-
ших, у порiвняннi iз наведеними у вказаних вище роботах, класiв функцiй, для яких
дослiджувана задача має розв’язок, а також отримати конструктивнi алгоритми для їх
вiдшукання.

Нехай функцiя f(t, y0, y1, . . . , yn−1, yn) визначена та неперервна в областi D = [0;h]×
I0 × I1 × . . .× In, Is = [as; bs], s = 0, 1, . . . , n.
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Означення. Пару {x∗(t), λ∗} будемо називати розв’язком задачi (1),(2), якщо функцiя
x∗(t) — n разiв диференцiйовна на вiдрiзку [0;h], x∗(t) ∈ I0, x

(s)
∗ (t) ∈ Is, s = 1, 2, . . . , n−1,

λ∗ ∈ [an, bn], тотожно справджується рiвнiсть

x(n)
∗ (t) = f(t, x∗(t), x

′
∗(t), . . . , x

(n−1)
∗ (t), λ∗) + Aλ∗,

а також виконуються умови x∗(ti) = x0
i .

Користуючись методикою, запропонованою у роботi [2], побудуємо iнтегральний опе-
ратор L[f(t, x, x′, . . . , x(n−1), λ)] таким чином, щоб всi розв’язки системи x = L[f ] (якщо
вони iснують) задовольняли умовам (2). Шукатимемо L у виглядi

L[f ] =
n+1∑
i=1

ai(t) ·

 t∫
ti

βi(s) · f(s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s), λ)ds+ x0
i

 , (3)

вимагаючи при цьому, щоб функцiї αi(t) задовольняли умови

αi(tj) =

{
0, j 6= i,

1, j = i,
i = 1, 2, . . . , n+ 1. (4)

Диференцiюючи рiвнiсть x = L[f ], отримуємо спiввiдношення

x′ =
n+1∑
i=1

α′
i(t) ·

 t∫
ti

βi(s) · f(s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(x), λ)ds+ x0
i

+

f(s, x, x′, . . . , x(n−1), λ) ·
n+1∑
i=1

ai(t) · βi(t)).

Нехай функцiї αi(t) та βi(t) задовольняють рiвнiсть

n+1∑
i=1

αi(t) · βi(t) = 0. (5)

Продовжуючи процес диференцiювання та накладаючи на функцiї αi(t), βi(t) обмежен-
ня, тобто

n+1∑
i=1

α
(s)
i (t) · βi(t) = 0, s = 1, 2, . . . , n− 1, (6)

на n-му кроцi отримаємо рiвняння

x(n) =
n+1∑
i=1

α
(n)
i (t)·

 t∫
ti

βi(s) · f(s, . . .)ds+ x0
i

+f(s, x, x′, . . . , x(n−1), λ)·
n+1∑
i=1

a
(n−1)
i (t)·βi(t)).

Нехай виконуються умови

α
(n+1)
i (t) = 0; i = 1, 2, . . . , n+ 1; (7)
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n+1∑
i=1

α
(n−1)
i (t) · βi(t) = 1. (8)

Для вiдшукання функцiй αi(t), βi(t) дiстаємо систему рiвнянь (4)–(8), розв’язуючи яку,
знаходимо

αi(t) =
Pi(t)

Pi(ti)
, Pi(t) =

n+1∏
j=1;j 6=i

(t− tj), βi(t) =
(ti − t)n−1

(n− 1)!
, i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Таким чином,

L[f ] =
n+1∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)

 t∫
ti

(ti − s)n−1

(n− 1)!
· f(s, x(s), x′(s), . . . , x(n−1)(s), λ)ds+ x0

i

 .

Зауважимо, що побудований таким чином оператор L довiльну неперервну на про-
мiжку [t1; tn+1] функцiю g(t) вiдображає у n разiв диференцiйовну на цьому промiжку
функцiю p(t) = L[g(t)], яка задовольняє умови p(ti) = x0

i , i = 1, 2, . . . , n+1. Серед iнших
властивостей оператора L вiдзначимо, що L[f+c] = L[f ] для довiльної векторної сталої
c. Справдi,

L[f+c] = L[f ]+(−1)n+1 ·c·
n+1∑
i=1

Pi(t)

Pi(ti)
· (ti − t)n

n!
= L[f ]+

c

n!
·
n+1∏
i=1

(t−ti)·
n+1∑
i=1

(t− ti)
n−1

Pi(ti)
= L[f ],

оскiльки
n+1∑
i=1

(t−ti)
n−1

Pi(ti)
= 0. Диференцiюючи n разiв рiвнiсть

x = L[f(t, x, x′, . . . , x(n−1), λ)], (9)

отримуємо

x(n) =
n+1∑
i=1

n!

Pi(ti)
·

 t∫
ti

(ti − s)n−1

(n− 1)!
· f(s, . . .)ds+ x0

i

+ f(s, x, x′, . . . , x(n−1), λ). (10)

Оскiльки

n+1∑
i=1

1

Pi(ti)
·

 t∫
ti

(ti − s)n−1f(s, . . .)ds

′

= f(t, . . .) ·
n+1∑
i=1

(ti − t)n−1

Pi(ti)
= 0,

то продиференцiйований вираз є константою. Покладемо

Aλ =
n+1∑
i=1

n!

Pi(ti)

 t∫
ti

(ti − s)n−1

(n− 1)!
· f(s, . . .)ds+ x0

i

 . (11)

Тепер очевидно, що коли пара {x∗(t), λ∗} задовольняє систему (9), (11), то вона
буде також розв’язком задачi (1), (2). Справдi, для довiльного розв’язку x∗(t) рiвняння
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x = L[f ], як випливає iз (10) та (11), маємо x
(n)
∗ = L(n)[f ] = f + Aλ. Крiм цього,

x∗(ti) = L[f(t, ..)]|t=ti
= x0

i i = 1, 2, . . . , n+ 1.
Приступимо до встановлення умов iснування розв’язкiв задачi (9), (11). У просто-

рi векторiв v =


u0

u1

· · ·
un−1

un

 ∈ Em(n+1) введемо в розгляд оператор P, означивши його

рiвнiстю

P (v) =



L[f(t, u0, u1, . . . , un−1, un)]
n+1∑
i=1

P ′
i (t)

Pi(ti)
·

(
t∫
ti

(ti−s)n−1

(n−1)!
· f(s, u0(s), . . . , un−1(s), un)ds+ x0

i

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n+1∑
i=1

P
(n−1)
i (t)

Pi(ti)
·

(
t∫
ti

(ti−s)n−1

(n−1)!
· f(s, u0(s), . . . , un−1(s), un)ds+ x0

i

)

A−1 ·
n+1∑
i=1

n!
Pi(ti)

·

(
t∫
ti

(ti−s)n−1

(n−1)!
· f(s, u0(s), . . . , un−1(s), un)ds+ x0

i

)


,

де u0(t) = x(t), u1(t) = x′(t), . . . , un−1(t) = x(n−1)(t), un = λ. Iз неперервностi функцiї
f(t, y0, y1, . . . , yn−1, yn) випливає iснування таких векторних констант M та M , що для
всiх точок областi D виконується нерiвнiсть

M ≤ f(t, y0, . . . , yn) ≤ M (12)

(тут i далi нерiвностi мiж векторами та матрицями розумiємо покомпонентно).
Нехай S — множина векторiв v ∈ Em(n+1), координати яких задовольняють умови

as +
hs

n!
· M −M

2
+ ps ≤ us ≤ bs −

hs

n!
· M −M

2
− ps, s = 0, 1, . . . , n− 1,

an + |A−1| ·

(
M −M

2
+ n! ·

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

xi

Pi(ti)

∣∣∣∣∣
)

≤ λ ≤ bn − |A−1| ·

(
M −M

2
+ n! ·

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

xi

Pi(ti)

∣∣∣∣∣
)
,

де hs =
n+1∑
i=1

∣∣∣∣P (s)
i (t)

Pi(ti)
· (t− ti)

n+1

∣∣∣∣
c

ps =
∣∣p(s)(t, x− 1, . . . , xn+1)

∣∣
c
, p(t, x1, . . . , xn+1) = L[0],

(| · |c = maxt∈[o;h]| · |), а також нехай ṽ =


ũ0

ũ1

· · ·
ũn−1

ũn

 ∈ S. Можна переконатись у тому,
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що виконуються спiввiдношення

a0 +
h0

n!
· M−M

2
+ p0

a1 +
h1

n!
· M−M

2
+ p1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1 +
hn−1

n!
· M−M

2
+ pn−1

an + |A|−1 ·
(

M−M
2

+ n!

∣∣∣∣n+1∑
i=1

xi

Pi(ti)

∣∣∣∣)


≤ P (ṽ) ≤



b0 − h0

n!
· M−M

2
− p0

b1 − h1

n!
· M−M

2
− p1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn−1 − hn−1

n!
· M−M

2
− pn−1

bn − |A|−1 ·
(

M−M
2

+ n!

∣∣∣∣n+1∑
i=1

xi

Pi(ti)

∣∣∣∣)


. (13)

Ми не будемо зупинятися на детальному обґрунтуваннi даних нерiвностей, а ли-
ше зауважимо, що при їх доведеннi рiвняння (9) доцiльно, враховуючи доведену вище
властивiсть оператора L, зобразити у виглядi x = L[f(t, x, x′, . . . , λ)− M+M

2
], оскiльки у

цьому випадку пiдiнтегральна функцiя задовольнятиме умову
∣∣∣f(t, . . .)− M+M

2

∣∣∣ ≤ M−M
2

.

Зауважимо, що дана оцiнка краща вiд традицiйних (у випадках оцiнок виду |f(t, . . .)| ≤
M).

Iз системи нерiвностей (13) випливає, що P (ṽ) ∈ S. Оскiльки оператор P переводить
множину S у себе i є цiлком неперервним (це випливає iз неперервностi функцiї f), то
в S iснує хоча б один розв’язок операторного рiвняння

v = P (v). (14)

Таким чином, справедливим буде наступне твердження.

Теорема 1. Нехай функцiя f(t, x, x′, . . . , x(n−1), λ) — визначена та неперервна в областi
D, виконується нерiвнiсть (12), а також множина S — непорожня. Тодi задача (1), (2)
має в S хоча б один розв’язок.

Дослiдимо умови, при яких розв’язок — єдиний. При цьому будемо вважати, що в
областi D функцiя f(t, y0, y1, . . . , yn) задовольняє умови Лiпшиця за змiнними y0, y1, . . . ,

yn з матрицями Ks, s = 0, 1, . . . , n, вiдповiдно, тобто для довiльних двох точок (t, y0,

y1, . . . , yn), (t, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹn) ∈ D виконується нерiвнiсть

|f(t, y0, y1, . . . , yn)− f(t, ỹ0, ỹ1, . . . , ỹn)| ≤
n∑

i=0

Ki · |yi − ỹi|. (15)

Розглянемо iтерацiйний процес

vk+1(t) = Pvk(t), k = 0, 1, 2, . . . , (16)
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вибравши початкове наближення у виглядi v0(t) =



p(t, x1, . . . , xn)

p′(t, x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . .

pn−1(t, x1, . . . , xn)

n! · A−1 ·
n+1∑
i=1

xi

Pi(ti)


. Враховуючи

умову (15), знаходимо
|vk+1 − vk| = |Pvk − Pvk−1| ≤

∣∣L [|f(t, u0k , u1k , . . . , unk
)− f(t, u0k−1

, u1k−1
, . . . , unk−1

)|
]∣∣

n+1∑
i=1

∣∣∣ P ′
i (t)

Pi(ti)

∣∣∣ ∣∣∣∣∣ t∫
ti

|ti−s|n−1

(n−1)!
‖ f(t, u0k , u1k , . . . , unk

)− f(t, u0k−1
, u1k−1

, . . . , unk−1
) ‖ ds

∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|A−1| ·
n+1∑
i=1

n
|Pi(ti)| ·

∣∣∣∣∣ t∫
ti

|ti − s|n−1 · |f(t, u0k , . . . , unk
)− f(t, u0k−1

, . . . , unk−1
)|ds

∣∣∣∣∣


≤


h0 ·

n∑
i=0

Ki|uik − uik−1
|c

h1 ·
n∑

i=0

Ki|uik − uik−1
|c

|A−1| ·
n∑

i=0

Ki|uik − uik−1
|c

 .

Iз останньої векторної нерiвностi отримуємо рекурентне спiввiдношення

|rk+1(t)|c ≤ Q|rk(t)|c, (17)

де Q = h0K0 + h1K1 + . . . + hnKn, rk(t) =
n∑

i=0

Ki|uik − uink−1
|, k = 1, 2, . . . . Iтеруючи

нерiвнiсть (17), дiстаємо |rk+1(t)|c ≤ Qk|r1(t)|c. Такi мiркування дозволяють сформулю-
вати наступне твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, нерiвнiсть (1), а також всi власнi
значення матрицi Q лежать в одиничному крузi. Тодi задача (1), (2) має єдиний розв’я-
зок {x∗(t), λ∗}, до якого при k → ∞ рiвномiрно по t ∈ [t1; tn+1] збiгається послiдовнiсть
векторних функцiй (13). Похибка характеризується при цьому векторною нерiвнiстю

|xk(t)− x∗(t)|
|x′

k(t)− x′
∗(t)|

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|x(n−1)
k (t)− x

(n−1)
∗ (t)|

|λk − λ∗|

 ≤ Qk(E −Q)−1|u1(t)− u0(t)|c, (18)

де E — одинична матриця, k = 1, 2, . . . .

Доведення. Оскiльки всi власнi значення матрицi Q лежать в одиничному крузi, то

l−1∑
i=0

Qk+i 5 Qk ·
∞∑
i=0

Qi = Qk · (E −Q)−1, lim
k→∞

Qk = 0.
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Тому

|rl+k(t)− rk(t)|c ≤
l−1∑
i=0

Qk+i · |r1(t)− r0(t)|c ≤ Qk · (E −Q)−1 · |r1(t)− r0(t)|c. (19)

Звiдси випливає рiвномiрна по t ∈ [t1; tn+1] збiжнiсть послiдовностей {uik(t)},
i = 0, 1, . . . , n − 1, lim

k→∞
uik(t) = ui∗ , uo∗(t) = x∗(t), un∗ = λ∗. Те, що послiдовнi набли-

ження uik(t) належать областi D, випливає iз структури множини S. Очевидно, що
функцiя x∗(t) задовольняє умови (2), оскiльки цi умови задовольняють всi наближе-
ння xk(t). Оцiнки похибок (18) випливають iз (19) за рахунок граничного переходу
при l → ∞. Єдинiсть розв’язку {x∗(t), λ∗} обґрунтовується методом вiд супротивного.
Теорема доведена.
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