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Доведено, що iснує неперервний оператор продовження стацiонарних часткових розми-
тих метрик. Основний результат є аналогом теореми Е. Тимчатина i М. Зарiчного для
розмитих метрик.

Вступ

Теорiї продовження неперервних функцiй i неперервних метрик певний час розвива-
лися паралельно. Аналогом одного з останнiх результатiв для неперервних функцiй —
теореми про iснування лiнiйних операторiв продовження функцiй зi змiнною областю
визначення [4] — є аналогiчна теорема для неперервних метрик [9].

Недавно автор одержав аналоги деяких результатiв про продовження для розмитих
метрик [7]. Нагадаємо, що поняття розмитого метричного простору (fuzzy metric space)
тiсно пов’язане з поняттям ймовiрнiсного метричного простору [8], яке, в свою чергу,
є узагальненням поняття метричного простору. У ймовiрнiсних метричних просторах
значення вiдстанi є не числами, як у випадку метричних просторiв, а функцiями роз-
подiлу. Iснує кiлька версiй поняття розмитого метричного простору, однiєю з найпоши-
ренiших є версiя запропонована в [2].

Iнтерес до розмитих метричних просторiв викликаний не лише їх рiзноманiтними
застосуваннями, але також i тим фактом, що структура розмитого метричного простору
багатша, нiж структура метричного простору. Це може бути проiлюстровано хоча б
тим фактом, що iснує поняття повного розмитого простору, та, на вiдмiну вiд випадку
метричних просторiв, iснують як поповнюванi, так i непоповнюванi розмитi метричнi
простори. Теорiя розмитих метричних просторiв розвивається у рiзних напрямках, i
зараз розмитим метричним просторам присвячено багато лiтератури. Загальною проб-
лемою є знаходження змiстовних аналогiв результатiв метричної геометрiї та топологiї
метричних просторiв у теорiї розмитих метричних просторiв.
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У цiй статтi ми розглядаємо задачу одночасного продовження розмитих метрик.
Основний результат є аналогом теореми Тимчатина i Зарiчного зi статтi [9].

1 Розмитi метрики

Нагадаємо, що неперервною t-нормою називають бiнарну операцiю ∗ : [0, 1]× [0, 1] →
[0, 1], що задовольняє умови:

(i) ∗ — асоцiативна i комутативна;

(ii) ∗ — неперервна;

(iii) a ∗ 1 = a для кожного a ∈ [0, 1];

(iv) a ∗ b ≤ c ∗ d, якщо a ≤ c i b ≤ d, де a, b, c, d ∈ [0, 1].

Коротко кажучи, неперервна t-норма — це бiнарна операцiя ∗ : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], така
що трiйка ([0, 1],≤, ∗) є впорядкованим абелевим топологiчним моноїдом з одиницею 1.
Прикладами t-норм є функцiї a∗ b = ab, a∗ b = min{a, b}, a∗ b = max{a+ b− 1, 0}, a, b ∈
[0, 1] (остання t-норма називається t-нормою Лукасєвича).

Означення 1.1. ([2]). Розмитим метричним простором називають упорядковану трiйку
(X,M, ∗), таку що X — непорожня множина, ∗ — неперервна t-норма i M — розмита
множина на X ×X × (0,+∞), що задовольняє умови

(i) M(x, y, t) > 0;

(ii) M(x, y, t) = 1 тодi i лише тодi, коли x = y;

(iii) M(x, y, t) = M(y, x, t);

(iv) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s);

(v) функцiя M(x, y,−) : (0,+∞) → (0, 1] — неперервна

для всiх x, y, z ∈ X, s, t > 0.

Функцiю M називають розмитою метрикою на X (стосовно ∗). Нехай x ∈ X, r ∈
(0, 1) i t > 0. Множина B(x, r, t) = {y ∈ X | B(x, y, t) > 1 − r} називається кулею
радiуса r з центром у точцi x, що вiдповiдає t. Множина всiх куль служить базою
для (метризовної) топологiї на X (див. [2]). Надалi у розмитому метричному просторi
будемо розглядати лише цю топологiю. Для кожного A ⊂ X, r ∈ (0, 1), t ∈ (0,∞)

приймемо Ar,t = ∪{B(x, r, t) | x ∈ A} ⊂ X.
Якщо функцiя M(x, y,−) : (0,+∞) → (0, 1] — стала для кожних x, y ∈ X, то таку

розмиту метрику називають стацiонарною розмитою метрикою на X. У цьому випад-
ку пишуть M(x, y) замiсть M(x, y, t), B(x, r) замiсть B(x, r, t) та Ar замiсть Ar,t.
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2 Простiр часткових розмитих метрик

Нехай X — метризовний простiр. Через SFM позначаємо множину всiх розмитих
метрик, означених на непорожнiх компактних пiдмножинах множини X. Той факт, що
стацiонарна розмита метрика M означена на множинi A, записуємо так: A = dom(M)

або M ∈ SFM(A).
Нагадаємо, що гiперпростiр expY метризовного простору Y — це множина непо-

рожних компактних пiдмножин в Y ; якщо топологiя в Y породжується метрикою d, то
топологiя в expY породжується метрикою Гаусдорфа dH :

dH(A,B) = inf{r > 0 | A ⊂ Br, B ⊂ Ar}

(тут через Cr позначено r-окiл множини C).
Оператором продовження часткових розмитих метрик називають вiдображення

e :
⋃

A∈expX

SFM(A) → SFM

таке, що виконано умову

e(M)|(dom(M)× dom(M)× (0,∞)) = M

для кожного M ∈ SFM.
На множинi SFM можна означити топологiю, iндуковану ототожненням кожної

розмитої метрики M з її графiком ΓM = {(x, y,M(x, y)) | (x, y) ∈ X ×X}, який, у свою
чергу, є елементом гiперпростору exp(X ×X × [0, 1]).

Через P (X) позначимо простiр ймовiрнiсних мiр на компактному просторi X. У
статтi [6] розглянуто розмитий аналог метрики Прохорова на компактному розмитому
просторi (X,M, ∗), де через ∗ позначено t-норму Лукасєвича.

Функцiя M̂ : P (X)× P (X)× (0,∞) → [0, 1] визначається формулою

M̂(µ, ν, t) =1− inf{r ∈ (0, 1) | µ(A) ≤ ν(Ar,t) + r i ν(A) ≤ µ(Ar,t) + r

для кожної борелiвської множини A ⊂ X}.

Легко бачити, що для кожної стацiонарної розмитої метрики M розмита метрика M̂

теж є стацiонарною.

Теорема 1. Нехай X — компактний метризовний простiр. Тодi iснує неперервний опе-
ратор продовження часткових розмитих метрик e :

⋃
A∈expX SFM(A) → SFM.

Доведення. Розглянемо пiдпростiр Y = {(A, µ) ∈ exp(X) × P (X) | A ⊃ supp(µ)} ⊂
exp(X)×P (X) i нехай f : Y → expX — звуження проектування на перший спiвмножник.
Вiдображення f має опуклi прообрази, i з загальних результатiв теорiї функторiв у ка-
тегорiї компактiв випливає, що f вiдкрите. З теореми Майкла про селекцiю [5] випли-
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ває, що вiдображення f м’яке, тобто володiє властивiстю продовження параметризова-
них часткових селекцiй [1]. Зокрема, вiдображення ϕ : Z → Y , де Z = {(A, x) | x ∈ A} ⊂
expX×X, визначене формулою ϕ(A, x) = (A, δx), має продовження Φ: expX×X → Y

таке, що fΦ = pr1 : expX ×X → expX (проекцiя на першу координату).
Визначимо тепер оператор e′ формулою

e′(M)(x, y) = M̂(Φ(dom(M), x),Φ(dom(M), y)),

де M ∈
⋃

A∈expX SFM(A), x, y ∈ X.
Взагалi кажучи, e′(M) може бути стацiонарною розмитою псевдометрикою на X,

тобто рiвнiсть e′(M)(x, y) = 1 не гарантує, що x = y. Мiркуючи, як i в доведеннi основно-
го результату з статтi [9], можемо знайти злiченну сiм’ю вiдображень {Φi : expX×X →
Y | i ∈ N} таку, що для кожних M ∈

⋃
A∈expX SFM(A) i кожних x, y ∈ X iснує таке

i ∈ N, що M̂(Φi(dom(M), x),Φi(dom(M), y)) < 1. Тепер визначимо

e(M)(x, y) = min
i∈N

{{
max{M̂(Φ(dom(M), x),Φ(dom(M), y)), 1− 1

i

}}
.

Зi сказаного вище, а також результатiв статтi [7] про розмитi метрики на злiченних
степенях випливає, що e — оператор продовження часткових розмитих метрик.

Перевiрка неперервностi одержаного оператора вiдбувається аналогiчно, як i у статтi
[9].

Аналогiчну задачу можна сформулювати i для нестацiонарних розмитих метрик.
Основна труднiсть, яка при цьому виникає, полягає в тому, що областi визначення таких
метрик будуть некомпактними. Вiдповiдний результат про продовження неперервних
функцiй з некомпактними областями визначення отримано в [3].
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It is proved that there exists a continuous extension operator for stationary partial fuzzy

metrics. The main result is a counterpart of a theorem of E. Tymchatyn and M. Zarichnyi for

fuzzy metrics.
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Доказано, что существует непрерывный оператор продолжения стационарных частич-
ных нечетких метрик. Основной результат является аналогом теоремы Э. Тимчатина и
М. Заричного для нечетких метрик.


