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У декартовому добутку часового вiдрiзка та просторового багатовимiрного тора дослi-
джено нелокальну двоточкову задачу iз залежними коефiцiєнтами в умовах для безтип-
ного диференцiального рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часовою
змiнною, якi розташованi на деякiй гладкiй кривiй. Встановлено умови однозначної роз-
в’язностi задачi. Доведено метричну теорему про оцiнку знизу малих знаменникiв на глад-
кiй кривiй.

Вступ. Основнi позначення

Нелокальнi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними, в загальному, є некоректни-
ми за Адамаром, а їх розв’язнiсть пов’язана з проблемами малих знаменникiв i є нестiй-
кою стосовно як завгодно малих змiн коефiцiєнтiв задачi та параметрiв областi (див.
[4]). Коректна розв’язнiсть таких задач встановлена для майже всiх (стосовно мiри
Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвняння i нелокальних умов. При цьому
вважалось, що коефiцiєнти задачi незалежно змiнюються в наперед заданiй областi.

Для залежних коефiцiєнтiв цi результати не можна використати безпосередньо, тому
у запропонованiй роботi на основi метричного пiдходу розроблено нову методику до-
слiдження нелокальної двоточкової задачi для рiвняння iз частинними похiдними (без
обмежень на тип) другого порядку за часовою змiнною t у випадку, коли коефiцiєнти
нелокальних умов є залежними. Основнi результати роботи анонсовано в [3].

Надалi використовуємо такi позначення: x ∈ Rp, k ∈ Zp, (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp,
k̃ =

(
1 + (k, k)

)1/2, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+, |s| = s1 + . . . + sp, ∂nt = ∂n

∂tn
, ∂sx = ∂s1x1

. . . ∂
sp
xp ,

Ωp = (R/2πZ)p — p-вимiрний тор, D = [0, T ]× Ωp, T > 0.
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Введемо простори функцiй: Hq = Hq(Ωp), q ∈ R, — простiр Соболєва отриманих
поповненням простору тригонометричних многочленiв ϕ(x) =

∑
k

ϕk exp(ik, x) за нор-

мою ‖ · ‖Hq , яка породжується скалярним добутком
(
ϕ, ψ

)
Hq

=
∑
k∈Zp

k̃2qϕkψ̄k; Hn
N,q =

Hn
N,q(D), q ∈ R, {n,N} ∈ Z+, — банахiв простiр функцiй u = u(t, x), таких що ∀ t ∈ [0, T ]

функцiї ∂jtu(t, ·) належать простору Hq−jN для j = 0, 1, . . . , n та неперервнi на вiдрiзку
[0, T ] у цьому просторi; норма в Hn

N,q визначається формулою

‖u‖2Hn
N,q

=
n∑

j=0

max
t∈[0,T ]

‖∂jtu(t, ·)‖2Hq−jN
.

1 Постановка задачi. Побудова формального розв’язку

В областi D змiнних (t, x) розглянемо задачу

L(∂t,−i∂x)u ≡ ∂2t u+ A1(−i∂x)∂tu+ A2(−i∂x)u = 0, (1)

L1u ≡ u|t=0 − µ1(τ)u|t=T = ϕ1, L2u ≡ ∂tu|t=0 − µ2(τ)∂tu|t=T = ϕ2, (2)

де

A1(η) =
∑

|s|≤N1

a1,sη
s, A2(η) =

∑
|s|≤2N2

a2,sη
s, {a1,s, a2,s} ∈ C, {N1, 2N2} ∈ Z+,

є многочленами степенiв N1 i 2N2 вiдповiдно, {µ1, µ2} ∈ C4(I;R), I — вiдрiзок, τ —
параметр параметризацiї, ϕ1 = ϕ1(x) та ϕ2 = ϕ2(x) — заданi функцiї, u = u(t, x) —
шуканий розв’язок.

Зведений порядок N рiвняння (1) визначається формулою N = max{N1, N2}. Число
N фiгурує у просторах H2

N,q та в означеннi розв’язку задачi (1), (2).

Означення 1.1. Пiд розв’язком задачi (1), (2) розумiємо функцiю u ∈ H2
N,q, що задо-

вольняє умови ‖L(∂t, ∂x)u‖H0
N,q−2N

= 0, ‖L1u− ϕ1‖Hq
= 0, ‖L2u− ϕ2‖Hq−N

= 0.

Iз означення 1.1 випливає, що ϕ1 ∈ Hq, ϕ2 ∈ Hq−N є необхiдною умовою розв’язностi
задачi (1), (2) у просторi H2

N,q.
Вектор-коефiцiєнтiв µ =

(
µ1(τ), µ2(τ)

)
τ∈I описує вiдрiзок гладкої плоскої кривої K i

параметризується вiдрiзком I.
Для частинних випадкiв векторiв µ =

(
µ1(τ), . . . , µn(τ)

)
, n ≥ 2, задача типу (1), (2)

дослiджувалась у роботах [1, 2, 4]. Зокрема, в монографiї [4] встановлено коректнiсть
задачi для рiвняння n-го порядку (за t) з нелокальними умовами вигляду

∂i−1
t u|t=0 − µi(τ)∂

i−1
t u|t=T = ϕi, i = 1, . . . , n, (3)

для майже всiх векторiв (τ,~a) у випадку µi(τ) = τ , де τ ∈ C, ~a — вектор, складений iз
певних коефiцiєнтiв диференцiального рiвняння, а в роботi [2] встановлено коректнiсть
задачi для анiзотропного (за x) рiвняння n-го порядку за змiнною t з умовами (3) для
майже всiх векторiв (τ, T ) у випадку µi(τ) =

αi−τ
βi+τ

, де τ ∈ R, {αi, βi} ∈ C. Розв’язнiсть
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задачi у випадку незалежних коефiцiєнтiв µi(τ) ≡ τi, τi ∈ C, i = 1, . . . , n, встановлено в
[1] для майже всiх векторiв

(
arctg Im τ1

Re τ1
, . . . , arctg Im τn

Re τn
, T,~a

)
.

Метою даної роботи є встановлення умов розв’язностi задачi (1), (2) у випадку до-
вiльної гладкої кривої K на площинi R2. При цьому використано метричний пiдхiд i
сформульовано умови розв’язностi задачi для майже всix параметрiв τ ∈ I, тобто для
майже всix точок гладкої кривої K.

Розв’язок u задачi (1), (2) має вигляд ряду

u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t)e
(ik,x), (4)

де uk(t) — двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї на [0, T ], а правi частини ϕ1 та ϕ2

нелокальних умов (2) — рядiв ϕ1(x) =
∑
k∈Zp

ϕ1ke
(ik,x), ϕ2(x) =

∑
k∈Zp

ϕ2ke
(ik,x).

Iз означення (1.1) отримаємо для кожної з функцiй uk(t), де k ∈ Zp, таку задачу:

L
(
d/dt, k

)
uk ≡ u′′k(t) + A1(k)u

′
k(t) + A2(k)uk(t) = 0, (5)

L1uk ≡ uk(0)− µ1(τ)uk(T ) = ϕ1k, L2uk ≡ u′k(0)− µ2(τ)u
′
k(T ) = ϕ2k. (6)

Розглянемо характеристичний многочлен

L(λ, k) ≡λ2 + A1(k)λ+ A0(k) =
(
λ− λ1k

)(
λ− λ2k

)
(7)

для диференцiального рiвняння (5). Якщо D(k) — дискримiнант многочлена L(λ, k), то

D(k) =
[
A1(k)

]2 − 4A0(k) i λ1k =
−A1(k)−

√
D(k)

2
, λ2k =

−A1(k) +
√
D(k)

2
.

Згiдно з [6] для коренiв λ1k i λ2k справедливими є оцiнки

|λ1k| ≤ C1k̃
N , |λ2k| ≤ C1k̃

N , C1 = C1(aj,s). (8)

Для побудови розв’язку рiвняння (5) введемо множини K1 = {k ∈ Zp : D(k) = 0},
K2 = Zp\K1. Якщо k ∈ K1, то λ1k = λ2k i загальний розв’язок задачi (5), (6) визначається
формулою

uk(t) =
(
c1k + c2kt

)
eλ1kt,

де коефiцiєнти c1k, c2k задовольняють систему лiнiйних алгебричних рiвнянь{ (
1− µ1(τ)e

λ1kT
)
c1k − µ1(τ)Te

λ1kT c2k = ϕ1k,
λ1k

(
1− µ2(τ)e

λ1kT
)
c1k +

(
1− µ2(τ)e

λ1kT (1 + λ1kT )
)
c2k = ϕ2k,

визначник ∆k(τ) якої задається рiвнiстю

∆k(τ) =
(
1− µ1(τ)e

λ1kT
)(
1− µ2(τ)e

λ1kT
)
+ T

(
µ1(τ)− µ2(τ)

)
λ1ke

λ1kT .

Якщо ж k ∈ K2, то розв’язок задачi (5), (6) визначається формулою

uk(t) = c1ke
λ1kt + c2ke

λ2kt,

де коефiцiєнти c1k, c2k також задовольняють систему лiнiйних алгебричних рiвнянь{ (
1− µ1(τ)e

λ1kT
)
c1k +

(
1− µ1(τ)e

λ2kT
)
c2k = ϕ1k,

λ1k
(
1− µ2(τ)e

λ1kT
)
c1k + λ2k

(
1− µ2(τ)e

λ2kT
)
c2k = ϕ2k.
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Визначник цiєї системи має вигляд

∆k(τ) =µ1(τ)
(
λ1ke

λ2kT − λ2ke
λ1kT

)
+ µ2(τ)

(
λ1ke

λ1kT − λ2ke
λ2kT

)
+ (λ2k − λ1k)

(
1 + µ1(τ)µ2(τ)e

(λ1k+λ2k)T ).
(9)

Очевидно, що задача (5), (6) має єдиний розв’язок лише для тих τ , що є розв’язками
нерiвностi |∆k(τ)| > 0.

Теорема 1. Розв’язок задачi (1), (2) у просторi H2
N,q єдиний для тих i лише для тих τ ,

якi задовольняють умову
|∆k(τ)| > 0,

(
∀ k ∈ Zp

)
. (10)

Зауважимо, що inf
k∈Zp

|∆k(τ)|>0 є достатньою умовою єдиностi розв’язку задачi (1), (2).

Нехай τ задовольняє умову (10), тодi iснує розв’язок uk(t) задачi (5), (6) для кожного
k ∈ Zp i визначається формулами

uk(t) =

(
1− µ2(τ)e

λ1kT (1 + λ1kT )
)
eλ1kt − λ1k

(
1− µ2(τ)e

λ1kT
)
teλ1kt

∆k(τ)
ϕ1k

+
teλ1kt + (T − t)µ1(τ)e

λ1k(T+t)

∆k(τ)
ϕ2k, k ∈ K1,

(11)

uk(t) =
λ2ke

λ1kt − λ1ke
λ2kt + µ2(τ)

(
λ1ke

λ1kT+λ2kt − λ2ke
λ1kt+λ2kT

)
∆k(τ)

ϕ1k

+
eλ2kt − eλ1kt + µ1(τ)

(
eλ1kt+λ2kT − eλ1kT+λ2kt

)
∆k(τ)

ϕ2k, k ∈ K2,

(12)

Таким чином, одержуємо формальне зображення розв’язку u(t, x) задачi у виглядi
ряду (4), де функцiї uk(t) визначаються формулами (11), (12).

2 Оцiнки для функцiї uk(t) та її похiдних

Для доведення належностi розв’язку u до простору H2
N,q достатньо оцiнити зверху

функцiї uk(t), u′k(t) та u′′k(t).
Запровадимо функцiю Ψk дiйсної змiнної τ , τ ∈ I, за формулою

Ψk(τ) :=

 ∆k(τ), k ∈ K1,
∆k(τ)

λ2k − λ1k
, k ∈ K2.

(13)

Якщо k ∈ K1, то iз (8) та (11) отримаємо оцiнку

k̃−jN
∣∣∣u(j)k (t)

∣∣∣ ≤ C2 max{1, e2Reλ1kT}
|Ψk(τ)|

(
k̃N |ϕ1k|+ |ϕ2k|

)
, j = 0, 1, 2, (14)

де C2 = (2max{||µ1||C(I), ||µ2||C(I)}+ 1)(3 + C1T )C
2
1 .

Якщо k ∈ K2, то для j = 0, 1, 2 маємо рiвнiсть

u
(j)
k (t) =

(
∂j+1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj

∣∣∣
ξ=0

− µ2(τ)
∂j+1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj

∣∣∣
ξ=T

)
ϕ1k

Ψk(τ)
−

(
∂jrk(t, ξ)

∂tj

∣∣∣
ξ=0

− µ1(τ)
∂jrk(t, ξ)

∂tj

∣∣∣
ξ=T

)
ϕ2k

Ψk(τ)
,

(15)
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де rk(t, ξ) :=
eλ1kt+λ2kξ − eλ1kξ+λ2kt

λ2k − λ1k
, (t, ξ) ∈ [0, T ]2.

Лема 2.1. Для комплексних чисел λ1 i λ2, де λ1 6= λ2, справедлива нерiвнiсть∣∣∣∣eλ1 − eλ2

λ1 − λ2

∣∣∣∣ ≤ 2(eReλ1 + eReλ2). (16)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли λ1, λ2 ∈ R. Не обмежуючи загальностi,
вважаємо, що λ = λ1 − λ2 > 0. Якщо 0 < λ < 1, то iз нерiвностi 1 ≤ eλ ≤ (e − 1)λ + 1

випливає нерiвнiсть eλ−1
eλ+1

≤ (e−1)λ
2

≤ λ, що рiвносильна нерiвностi

eλ1 − eλ2

λ1 − λ2
≤ eλ1 + eλ2 , λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2. (17)

Якщо ж λ ≥ 1, то очевидно, що нерiвнiсть (17) виконується.
У випадку λ1, λ2 ∈ C запишемо квадрат лiвої частини нерiвностi (16) у виглядi∣∣∣∣eλ1 − eλ2

λ1 − λ2

∣∣∣∣2 = (eReλ1 − eReλ2)2 + 4eReλ1eReλ2 sin2 Im(λ1 − λ2)/2

Re2(λ1 − λ2) + Im2(λ1 − λ2)
.

Тодi iз нерiвностей (17) та | sin t| ≤ |t| отримаємо такi нерiвностi:∣∣∣∣eλ1 − eλ2

λ1 − λ2

∣∣∣∣2 ≤ (
eReλ1 − eReλ2

Reλ1 − Reλ2

)2

+
eReλ1eReλ2 sin2 Im λ1−λ2

2

Im2 λ1−λ2

2

≤

(eReλ1 + eReλ2)2 + eReλ1eReλ2 ≤ 4(eReλ1 + eReλ2)2, Reλ1 6= Reλ2, Imλ1 6= Imλ2,∣∣∣∣eλ1 − eλ2

λ1 − λ2

∣∣∣∣2 = (
eReλ1 − eReλ2

Reλ1 − Reλ2

)2

≤
(
eReλ1 + eReλ2

)2
, Reλ1 6= Reλ2, Imλ1 = Imλ2,

∣∣∣∣eλ1 − eλ2

λ1 − λ2

∣∣∣∣2 = eReλ1eReλ2 sin2 Im λ1−λ2

2

Im2 λ1−λ2

2

≤
(
eReλ1 + eReλ2

)2
,Reλ1 = Reλ2, Imλ1 6= Imλ2,

Iз отриманих нерiвностей випливає нерiвнiсть (16). Лему доведено.

Лема 2.2. Нехай hk(t, ξ) := eReλ1kt+Reλ2kξ+eReλ1kξ+Reλ2kt, (t, ξ) ∈ [0, T ]2, тодi для функцiї
rk(t, ξ) виконуються оцiнки∣∣∣∣∂jrk(t, ξ)∂tj

∣∣∣∣ ≤ C3 k̃
jNhk(t, ξ),

∣∣∣∣∂j+1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj

∣∣∣∣ ≤ C3k̃
(j+1)N hk(t, ξ), j = 0, 1, 2, (18)

де C3 = 2(TC1 + 1)(C1 + 1)2.

Доведення. З леми 2.1 випливає, що |rk(t, ξ)| ≤ 2Thk(t, ξ). Тодi на основi формул

∂jrk(t, ξ)

∂tj
= λj1krk(t, ξ) +

λj1k − λj2k
λ1k − λ2k

eλ1kξ+λ2kt, j = 0, 1, 2,
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∂rk(t, ξ)

∂ξ
= λ2krk(t, ξ) + eλ1kξ+λ2kt,

∂j+1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj
= λ1kλ2k

∂j−1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj−1
, j = 1, 2,

iз нерiвностей (8) отримаємо оцiнки∣∣∣∣∂jrk(t, ξ)∂tj

∣∣∣∣ ≤ (2TC1+j)C
j−1
1 k̃jNhk(t, ξ), j = 0, 1, 2, 3,

∣∣∣∣∂rk(t, ξ)∂ξ

∣∣∣∣ ≤ (2TC1+1)k̃Nhk(t, ξ),

∣∣∣∣∂j+1rk(t, ξ)

∂ξ∂tj

∣∣∣∣ ≤ (2TC1 + j − 1)Cj
1 k̃

(j+1)Nhk(t, ξ), j = 1, 2, 3,

з яких випливають нерiвностi (18). Лему доведено.

З формули (15) i леми 2.2 при k ∈ K2 випливають оцiнки

k̃−jN
∣∣ujk(t)∣∣ ≤ C4

hk(t, 0) + hk(t, T )

|Ψk(τ)|
(
k̃N |ϕ1k|+ |ϕ2k|

)
, j = 0, 1, 2, (19)

де C4 = C3 max{1, ||µ1||C(I), ||µ2||C(I)}.
Функцiї |Ψk(τ)| у нерiвностях (14) i (19), якi є вiдмiнними вiд нуля для всiх k ∈ Zp

(за припущенням), можуть набувати як завгодно малих значень при k̃ → ∞, тому вони
впливають на збiжнiсть ряду, який визначає норму розв’язку задачi (1), (2) у просторi
H2

N,q. Отже, iснування розв’язку задачi пов’язане з проблемою малих знаменникiв. Для
вирiшення цiєї проблеми застосовується метричний пiдхiд, який дозволяє встановити
такi оцiнки знизу для малих знаменникiв:

|Ψk(τ)| ≥ k̃−δ max{1, e2Reλ1kT}, k ∈ K1, |Ψk(τ)| ≥ k̃−δ(hk(t, 0) + hk(t, T )), k ∈ K2,

де δ – деяке дiйсне число. Цi оцiнки виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в R) параметрiв τ iз I.

3 Оцiнка знизу малих знаменникiв задачi

Для встановлення таких оцiнок використано допомiжнi теореми (теореми 2, 3) про
оцiнки мiр виняткових множин.

Теорема 2. Нехай функцiя f ∈ C(n+1)
(
I;C

)
є такою, що min

τ∈I
max
0≤j≤n

|f (j)(τ)| ≥ δ > 0. Тодi

для довiльного ε ∈ (0, δ/2) виконується оцiнка

measR{τ ∈ I : |f(τ)| < ε} ≤ 4
(√

2 + 1
)(M

δ
measR I + 1

)
n n
√
ε/δ,

де M = max
1≤j≤n+1

||f (j)||C(I).

Твердження теореми випливає iз теореми 2.5.4 роботи [5].
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Теорема 3. Нехай функцiя F має вигляд

F (τ, z) = f1(τ)z1 + f2(τ)z2 + . . .+ fm(τ)zm, τ ∈ I, z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm \ {0},

де fi ∈ Cm
(
I;R

)
, i = 1, . . . ,m, I — вiдрiзок прямої R, z – фiксований векторний пара-

метр. Якщо вронскiан W [f ](τ) системи функцiй {f1, . . . , fm} вiдмiнний вiд нуля на I,
тобто min

τ∈I
|W [f ](τ)| > 0, то для довiльного ε ∈

(
0, m1|z|

2

)
виконується оцiнка

measR{τ ∈ I : |F (τ, z)| < ε} ≤ C5
m−1
√
ε/|z|, (20)

де
C5 = 4

(√
2 + 1

)(
m2measR I/m1 + 1

)
(m− 1)m

1
(1−m)

1 , |z| = |z1|+ . . .+ |zm|.

m1 = m1(f) = min
τ∈I

∣∣W [f ](τ)
∣∣(m m∑

i=1

m∏
j=1,j 6=i

‖fj‖C(m−1)(I)

)−1

, m2 = max
1≤i≤m

max
1≤j≤m

||f (j)
i ||C(I),

Доведення. При фiксованому z застосуємо до функцiї F (τ, z) теорему 2. Покажемо,
що δ = m1|z|. Для цього розглянемо систему лiнiйних алгебричних рiвнянь стосовно
вектора z 

f1(τ) f2(τ) . . . fm(τ)

f ′
1(τ) f ′

2(τ) . . . f ′
m(τ)

...
... . . .

...
f
(m−1)
1 (τ) f

(m−1)
2 (τ) . . . f

(m−1)
m (τ)



z1
z2
...
zm

 =


F (τ, z)

F ′(τ, z)
...

F (m−1)(τ, z)

 . (21)

Визначником цiєї системи є вронскiан W [f ](τ), який за умовою теореми не перетво-
рюється в нуль в жоднiй точцi вiдрiзка I. Тому дана система сумiсна та має єдиний
розв’язок, який знаходиться за формулами Крамера

zi =
Wi[f, F ](t)

W [f ](τ)
, i = 1, . . . ,m,

де Wi[f, F ](τ) — вронскiан системи функцiй {f1, . . . , fi−1, F, fi+1, . . . , fm}, iншими слова-
ми, Wi[f, F ](τ) — це визначник, отриманий iз вронскiана W [f ](τ) шляхом замiни його
i-го стовпця col(fi, f

′
i , . . . , f

(m−1)
i ) на стовпець правої частини системи (21).

Взявши модулi обидвох частин цих рiвностей та просумувавши їх по i = 1, . . . ,m,
одержимо тотожнiсть

|z| =
m∑
i=1

|zi| =
1

|W [f ](t)|

m∑
i=1

∣∣Wi[f, F ](τ)
∣∣. (22)

На пiдставi нерiвностi Адамара для матрицi A = [aij]
m
i,j=1, де aij ∈ C, отримаємо

нерiвнiсть | detA| ≤
m∏
j=1

m∑
i=1

|aij|, з якої випливає оцiнка

∣∣Wi[f, F ](τ)
∣∣ ≤ m−1∑

j=0

|F (j)(τ, z)|
m∏

j=1,j 6=i

‖fj‖C(m−1)(I).
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Тодi iз тотожностi (22) отримаємо нерiвнiсть

max
0≤j≤m−1

∣∣F (j)(τ, z)
∣∣ ≥ min

τ∈I

∣∣W [f ](τ)
∣∣(m m∑

i=1

m∏
j=1,j 6=i

‖fj‖C(m−1)

)−1

|z| = m1|z| = δ.

Оскiльки функцiя F (τ, z) задовольняє теорему 2 iз значеннями δ = m1|z| i

M =M(z) := max
1≤j≤m

||F (j)(·, z)||C(I) ≤ m2|z|, M/δ ≤ m2/m1,

то для фiксованого параметра z та ∀ ε ∈
(
0, m1|z|

2

)
отримуємо шукану оцiнку (20).

Теорема 4. Нехай µ1, µ2 ∈ C4(I), i нехай вронскiан системи функцiй {1, µ1µ2, µ1, µ2}
вiдмiнний вiд нуля на вiдрiзку I, тобто

(
∀ τ ∈ I

)
W [1, µ1µ2, µ1, µ2](τ) 6= 0. Тодi для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в просторi R) τ iз вiдрiзка I, тобто для майже всiх
(стосовно iндукованої мiри Лебега на K) точок кривої K нерiвнiсть

|Ψk(τ)| ≥ k̃−δ

{
1 + e2Reλ1kT , k ∈ K1,

1 + eRe(λ1k+λ2k)T + |eλ1kT + eλ2kT |, k ∈ K2,
(23)

виконується для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp при δ > 3p.

Доведення. Введемо множини Bk = {τ ∈ I : |Ψk(τ)| < εk}, k ∈ Zp, B — множина тих
точок τ ∈ I, для яких cправджується оцiнка |Ψk(τ)| < εk для безлiчi k ∈ Zp, де

εk =
m1k̃

−δ

3
×

{
1 + e2Reλ1kT , k ∈ K1,

1 + eRe(λ1k+λ2k)T + |eλ1kT + eλ2kT |, k ∈ K2,

m1 = m1(1, µ1µ2, µ1, µ2).

Функцiю Ψk(τ), яка визначається формулою (13), перепишемо у виглядi

Ψk(τ) = 1 + µ1(τ)µ2(τ)e
(λ1k+λ2k)T +{
µ1(τ)e

λ1kT (Tλ1k − 1)− µ2(τ)e
λ1kT (Tλ1k + 1), k ∈ K1,

µ1(τ)
∂rk(t,ξ)

∂t

∣∣
(t,ξ)=(0,T )

− µ2(τ)
∂rk(t,ξ)

∂ξ

∣∣
(t,ξ)=(0,T )

, k ∈ K2.

Функцiя Ψk(τ), як функцiя F (τ, z), задовольняє умови теореми 3, де m = 4, f1(τ) = 1,
f2(τ) = µ1(τ)µ2(τ), f3(τ) = µ1(τ), f4(τ) = µ2(τ),

(z1, z2, z3, z4) =

{ (
1, e(λ1k+λ2k)T , (Tλ1k − 1)eλ1kT ,−(Tλ1k + 1)eλ1kT

)
, k ∈ K1,(

1, e(λ1k+λ2k)T , ∂rk(t,ξ)
∂t

∣∣
(t,ξ)=(0,T )

,−∂rk(t,ξ)
∂ξ

∣∣
(t,ξ)=(0,T )

)
, k ∈ K2.

Оскiльки виконуються нерiвностi

εk ≤
m1k̃

−δ

2

{
1 + e2Reλ1kT + eReλ1kT (|Tλ1k − 1|+ |Tλ1k + 1|), k ∈ K1,

1 + eRe(λ1k+λ2k)T +
(∣∣∂rk(t,ξ)

∂t

∣∣+ ∣∣∂rk(t,ξ)
∂ξ

∣∣)∣∣
(t,ξ)=(0,T )

, k ∈ K2,



Задача iз залежними коефiцiєнтами в умовах 109

то при кожному k ∈ Zp випливають оцiнки для мiри множини Bk

measRBk ≤ C5k̃
−δ/3.

Оскiльки ряд
∑
k∈Zp

measRBk при δ > 3p мажорується збiжним рядом C5

∑
k∈Zp

k̃−δ/3 , то

з леми Бореля-Кантеллi випливає, що мiра Лебега множини точок iз I, що потрапляють
у нескiнченну кiлькiсть множин Bk, дорiвнює нулю, тобто measRB = 0. Тодi для майже
всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ iз вiдрiзка I нерiвнiсть (23) виконується для
всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k при δ > 3p.

4 Iснування розв’язку задачi

Iз формули (13) та оцiнки (23) випливає, що умова (10) виконується для майже всiх
τ iз I, тобто для майже всiх точок кривої K.

Теорема 5. Нехай функцiї µ1 та µ2 задовольняють умови теореми 4. Тодi, якщо ϕ1 ∈
Hq+N+δ i ϕ2 ∈ Hq+δ, де δ > 3p, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ iз
вiдрiзка I iснує розв’язок u задачi (1), (2) iз простору H2

N,q, який зображається рядом
(4) i неперервно залежить вiд функцiй ϕ1, ϕ2.

Доведення. В умовах теореми iснує константа Kτ > 0, залежна вiд τ ∈ I, така що для
майже всiх τ ∈ I виконується нерiвнiсть (23) при k̃ > Kτ , причому min

τ∈I,k̃≤Kτ

|Ψk(τ)| > 0.

Тодi iз нерiвностей (14), (19) та нерiвностi

hk(t, 0) + hk(t, T ) ≤ 4
(
1 + eRe(λ1k+λ2k)T + |eλ1kT + eλ2kT |

)
отримаємо оцiнки

k̃−2jN
∣∣u(j)k (t)

∣∣2 ≤ C6

(
k̃2(N+δ)|ϕ1k|2 + k̃2δ|ϕ2k|2

)
, j = 0, 1, 2, (24)

де C6 = 2max2
{
C2, 4C4, C2 · max

τ∈I,k̃<Kτ

{
1+eReλ1kT

|Ψk(τ)|

}
, C4 · max

τ∈I,t∈[0,T ],k̃<Kτ

{
hk(t,0)+hk(t,T )

|Ψk(τ)|

}}
.

Тодi iз формули для норми в просторi Hn
N,q та нерiвностей (24) отримуємо оцiнку

для квадрата норми розв’язку ‖u‖2
H2

N,q
≤ 3C6(‖ϕ1‖2Hq+N+δ

+ ‖ϕ2‖2Hq+δ
), що i треба було

довести.

Дослiдження пiдтриманi ДФФД України (проект №28.1/010, проект №29.1/005).
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Savka I.Ya. Nonlocal problem with dependent coefficients in conditions for the second-order

equation in time variable, Carpathian Mathematical Publications, 2, 2 (2010), 101–110.

In the Cartesian product of a time segment and a spatial multidimensional torus, we inves-

tigate nonlocal two-point problem with dependent coefficients on a smooth curve in conditions

for typeless partial differential equation of the second order in time variable. Conditions for the

one-valued solvability of the problem are established. Metric theorem on lower bound of small

denominators on smooth curve are proved.

Савка И.Я. Нелокальная задача с зависимыми коэффициентами в условиях для уравнения
второго порядка по временной переменной // Карпатские математические публикации. —
2010. — Т.2, №2. — C. 101–110.

В области, являющейся декартовым произведением часового отрезка и пространстве-
нного многомерного тора, исследована нелокальная двухточечная задача с зависимыми
коэффициентами в условиях для безтипного дифференциального уравнения в частных
производных второго порядка по временной переменной переменной, которые располо-
жены на некоторой гладкой кривой. Установлены условия однозначной разрешимости
задачи. Доказано метрическую теорему об оценке снизу малых знаменателей на гладкой
кривой.


