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Побудовано i дослiджено аналоги двостороннiх методiв Курпеля наближеного розв’я-
зування звичайних диференцiальних рiвнянь, якi дозволяють отримувати надлiнiйну збi-
жнiсть у випадку недиференцiйовної правої частини.

Вступ

Застосування двостороннiх наближених методiв на практицi часто утруднене через
те, що в теорiї двостороннiх монотонних методiв фiгурують вимоги про монотоннiсть
та про опуклiсть операторiв у вiдповiдних рiвняннях. Iстотний вклад М.С. Курпеля
в теорiю двостороннiх методiв стосується побудови таких нових двостороннiх методiв,
обґрунтування яких не потребує монотонностi i опуклостi правих частин вихiдних рiв-
нянь. Двостороннi методи Курпеля зберiгають найважливiшi властивостi методу Ча-
плигiна (див. [2, 3]). В [7] започатковано iдею врахування збурень у правих частинах
лiнеаризованих доданкiв методiв Курпеля i Чаплигiна таким способом, що пропонованi
алгоритми окреслюють також i стратегiю врахування похибок заокруглення зi збере-
женням двосторонньої монотонностi апроксимацiї розв’язку рiвняння i квадратичної
швидкостi збiжностi iтерацiй до розв’язку. У цьому повiдомленнi дослiдженi аналоги
двостороннiх методiв Курпеля у застосуваннi до задачi Кошi

x′(t) = g(t, x(t))− h(t, x(t)), (1)

x(t0) = x0. (2)

Основна iдея пропонованих алгоритмiв полягає у поширеннi зiнiцiйованого М.С.
Курпелем в [3] пiдходу до рiвняння (1) таким способом, щоб вони були застосовними
до рiвняння вигляду (1) з неопуклою правою частиною, яка не обов’язково є диферен-
цiйовною.
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1 Постановка задачi

В задачi (1), (2) будемо вважати g(t, x(t)), h(t, x(t)) дiйсними неперервними функ-
цiями при t ∈ [t0, T ], x ∈ S(x0,M) = {x||x − x0| ≤ M,x ∈ R1} (R1 — множина дiйсних
чисел). Шукатимемо розв’язок задачi (1), (2) у класi неперервно диференцiйовних на
[t0, T ] функцiй.

Умовою B1 назвемо припущення про iснування таких неперервних при t ∈ [t0, T ],

y, z ∈ S(x0,M) функцiй a1(t, y, z), α1(t, y, z), b1(t, y, z), β1(t, y, z), для яких iз спiввiдно-
шень t ∈ [t0, T ], y, z ∈ S(x0,M) випливає:

(a1(t, y, z) + α1(t, y, z))(z − y) ≤ g(t, z)− g(t, y), (3)

(b1(t, y, z) + β1(t, y, z))(z − y) ≤ h(t, z)− h(t, y).

При цьому функцiї a1(t, y, z), α1(t, y, z), b1(t, y, z), β1(t, y, z) не спадають по y, не зрос-
тають по z i a1(t, y, z) ≥ 0, α1(t, y, z) ≥ 0, b1(t, y, z) ≥ 0, β1(t, y, z) ≥ 0.

Умову (3) будемо називати частковою лiпшицiєвiстю. Вважатимемо заданими непе-
рервно диференцiйовнi функцiї u(t), v(t), для яких

u(t0) ≤ x0 ≤ v(t0) (t ∈ [t0, T ]), (4)

u(t) ≤ v(t), (5)

u′(t) ≤ g(t, u(t))− h(t, v(t)), (6)

v′(t) ≥ g(t, v(t))− h(t, u(t)) (t ∈ [t0, T ]),

причому u(t), v(t) ∈ S(x0,M) при t ∈ [t0, T ]. Позначатимемо [u(t), v(t)] = {x(t)|u(t) ≤
x(t) ≤ v(t)}. Побудуємо iтерацiйний процес за допомогою формул

y0(t) = u(t), z0(t) = v(t) (7)

y′n+1(t) = a1(t, yn(t), zn(t))(yn+1(t)− yn(t))−

b1(t, yn(t), zn(t))(zn+1(t)− zn(t)) + g(t, yn(t))− h(t, zn(t)), (8)

z′n+1(t) = (a1(t, yn(t), zn(t)) + α1(t, yn(t), zn(t)))(zn+1(t)− zn(t))−

(b1(t, yn(t), zn(t)) + β1(t, yn(t), zn(t)))(yn+1(t)− yn(t)) + g(t, zn(t))− h(t, yn(t)),

yn+1(t0) = zn+1(t0) = x0. (9)

Теорема 1. Нехай справджується умова B1 i заданi функцiї u(t), v(t) задовольняють
спiввiдношення (4)–(6). Тодi для iтерацiйного процесу (7)–(9) мають мiсце спiввiдношен-
ня

yn(t) ≤ yn+1(t) ≤ zn+1(t) ≤ zn(t), (10)

де n = 0, 1, ..., t ∈ [t0, T ]
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Доведення. Формули (7) i нерiвнiсть (5) означають, що y0(t) ≤ z0(t). Iз (6) та (8) для
n = 0 випливає, що

y′1(t)− y′0(t) ≥ a1(t, y0(t), z0(t))(y1(t)− y0(t)) + b1(t, y0(t), z0(t))(z0(t)− z1(t)),

z′0(t)− z′1(t) ≥ (a1(t, y0(t), z0(t)) + α1(t, y0(t), z0(t)))(z0(t)− z1(t)) + (b1(t, y0(t), z0(t))+

β1(t, y0(t), z0(t)))(y1(t)− y0(t)).

Звiдси за теоремою про диференцiальнi нерiвностi [2] маємо, що при t ∈ [t0, T ]

y1(t) ≥ y0(t), z1(t) ≤ z0(t).

Крiм того, з (8) та (3) випливає

z′1(t)− y′1(t) = (a1(t, y0(t), z0(t)) + b1(t, y0(t), z0(t)))(z1(t)− y1(t))−

(a1(t, y0(t), z0(t)) + b1(t, y0(t), z0(t)))(z0(t)− y0(t))−

α1(t, y0(t), z0(t))(z0(t)− z1(t))− β1(t, y0(t), z0(t))(y1(t)− y0(t)) + g(t, z0(t))−

g(t, y0(t)) + h(t, z0(t))− h(t, y0(t)) ≥

(a1(t, y0(t), z0(t)) + b1(t, y0(t), z0(t)) + α1(t, y0(t), z0(t)) + β1(t, y0(t), z0(t)))(z1(t)− y1(t))+

α1(t, y0(t), z0(t))(y1 − y0) + β1(t, y0(t), z0(t))(z0(t)− z1(t)) ≥

(a1(t, y0(t), z0(t)) + b1(t, y0(t), z0(t)) + α1(t, y0(t), z0(t))+

β1(t, y0(t), z0(t)))(z1(t)− y1(t)).

Знову скориставшись теоремою про диференцiальнi нерiвностi, робимо висновок, що
при t ∈ [t0, T ]

y1(t) ≤ z1(t).

Отже, спiввiдношення (10) доведенi для n = 0. Припускаючи їх справедливiсть при
n = k − 1, при n = k iз (8), (9) та умови B1 маємо:

y′k+1(t)− y′k(t) = g(t, yk(t))− g(t, yk−1(t)) + h(t, zk−1(t))− h(t, zk(t))+

a1(t, yk(t), zk(t))(yk+1(t)− yk(t)) + b1(t, yk(t), zk(t))(zk(t)− zk+1(t))−

a1(t, yk−1(t), zk−1(t))(yk(t)− yk−1(t))− b1(t, yk−1(t), zk−1(t))(zk−1(t)− zk(t)) ≥

a1(t, yk−1(t), yk(t)) + α1(t, yk−1(t), yk(t))(yk(t)− yk−1(t))+

b1(t, zk(t), zk−1(t)) + β1(t, zk(t), zk−1(t))(zk−1(t)− zk(t))+

a1(t, yk(t), zk(t))(yk+1(t)− yk(t)) + b1(t, yk(t), zk(t))(zk(t)− zk+1(t))−

a1(t, yk−1(t), zk−1(t))(yk(t)− yk−1(t))− b1(t, yk−1(t), zk−1(t))(zk−1(t)− zk(t)) ≥

a1(t, yk(t), zk(t))(yk+1(t)− yk(t)) + b1(t, yk(t), zk(t))(zk(t)− zk+1(t)),

z′k(t)− z′k+1(t) = g(t, zn−1(t))− g(t, zn(t)) + h(t, yn(t))− h(t, yn−1(t))+
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(a1(t, yk(t), zk(t)) + α1(t, yk(t), zk(t)))(zk(t)− zk+1(t))+

(b1(t, yk(t), zk(t)) + β1(t, yk(t), zk(t)))(yk+1(t)− yk(t))−

(a1(t, yk−1(t), zk−1(t)) + α1(t, yk−1(t), zk−1(t)))(zk−1(t)− zk(t))−

(b1(t, yk−1(t), zk−1(t)) + β1(t, yk−1(t), zk−1(t)))(yk(t)− yk−1(t)) ≥

(a1(t, yk(t), zk(t)) + α1(t, yk(t), zk(t)))(zk(t)− zk+1(t))+

(b1(t, yk(t), zk(t)) + β1(t, yk(t), zk(t)))(yk+1(t)− yk(t)),

z′k+1(t)− y′k+1(t) = g(t, zn(t))− g(t, yn(t)) + h(t, zn(t))− h(t, yn(t))−

α1(t, yk(t), zk(t))(zk(t)− zk+1(t))− β1(t, yk(t), zk(t))(yk+1(t)− yk(t))+

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn+1(t)− yn+1(t))−

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn(t)− yn(t)) ≥

(a1(t, yk(t), zk(t)) + b1(t, yk(t), zk(t)) + α1(t, yk(t), zk(t))+

β1(t, yk(t), zk(t)))(zk+1(t)− yk+1(t)).

З отриманих спiввiдношень, враховуючи теорему про диференцiальнi нерiвностi, одер-
жуємо, що

yk+1(t)− yk(t) ≥ 0, zk(t)− zk+1(t) ≥ 0, zk+1(t)− yk+1(t) ≥ 0.

Це означає, що нерiвностi (10) виконуються i при n = k. Згiдно з принципом матема-
тичної iндукцiї, теорему вважаємо доведеною.

При виконаннi умов теореми можна гарантувати збiжнiсть iтерацiйного процесу (7)–
(9) до неперервно диференцiйовних компонент y(t), z(t) розв’язку (y(t), z(t)) системи
рiвнянь

y′(t) = g(t, y(t))− h(t, z(t)), (11)

z′(t) = g(t, z(t))− h(t, y(t))

з початковою умовою
y(t0) = z(t0) = x0. (12)

Точнiше, послiдовностi {yn(t)} та {zn(t)}, утворенi за допомогою iтерацiйного процесу
(7)–(9), збiгаються рiвномiрно, монотонно не спадаючи до y(t) та монотонно не зростаю-
чи до z(t) неперервно диференцiйовних на [t0, T ] компонент розв’язку (y(t), z(t)) задачi
(11), (12). Це випливає з рiвномiрної обмеженостi i рiвностепеневої неперервностi послi-
довностей {yn(t)}, {zn(t)} та з їх монотонностi. Однак умови теореми не забезпечують,
взагалi кажучи, збiжностi кожної з цих послiдовностей або однiєї з них до розв’язку
задачi (1), (2).
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Теорема 2. Нехай справджуються умови теореми (1) i, крiм того, задача (11), (12) має
єдиний неперервно диференцiйовний на [t0, T ] розв’язок (y(t), z(t)). Тодi для єдиного
неперервно диференцiйовного на [t0, T ] розв’язку x(t) задачi (1), (2) та послiдовностей
{yn(t)} та {zn(t)}, утворених за допомогою формул (7)–(9), при n = 0, 1, ..., t ∈ [t0, T ]

мають мiсце спiввiдношення

yn(t) ≤ yn+1(t) ≤ x(t) ≤ zn+1(t) ≤ zn(t),

причому цi послiдовностi рiвномiрно збiгаються до x(t) на [t0, T ], вiдповiдно не спадаючи
та не зростаючи.

Доведення. Оскiльки (y(t), z(t)) є розв’язками задачi (11), (12) i розв’язком цiєї задачi є
також пара (x(t), x(t)), то з попереднього зауваження i з iснування розв’язку x(t) задачi
(1), (2) випливає, що y(t) = z(t) = x(t). Тому можна вважати теорему доведеною.

Для отримання оцiнок збiжностi процесу (7)–(9) умов попереднiх двох теорем, зокре-
ма, часткової лiпшицiєвостi (3) правої частини рiвняння (1) недостатньо.

Умовою B2 назвемо припущення про те, що при t ∈ [t0, T ], y ≤ z, y, z ∈ S(x0,M)

справджуються нерiвностi

g(t, z)− g(t, y) ≤ (a1(t, y, z) + α2(t, y, z))(z − y),

h(t, z)− h(t, y) ≤ (b1(t, y, z) + β2(t, y, z))(z − y)

з тими ж самими функцiями a1(t, y, z), b1(t, y, z), якi фiгурують в умовi B1 й неперервни-
ми невiд’ємними функцiями α2(t, y, z)), β2(t, y, z).

Теорема 3. Нехай виконуються умови B1 та B2 i функцiї yn(t), zn(t) при n = 0, 1, ...

задовольняють спiввiдношення (7)–(9). Тодi при n = 0, 1, ..., t ∈ [t0, T ] мають мiсце
оцiнки

z′n+1(t)− y′n+1(t) ≤ f (2)
n (t)(zn+1(t)− yn+1(t)) + f (1)

n (t)(zn(t)− yn(t)), (13)

та

zn+1(t)− yn+1(t) ≤
∫ t

t0

f (1)
n (s) exp

∫ t

s

f (2)
n (ξ)dξ(zn(s)− yn(s))ds, (14)

де
f (1)
n (t) = α2(t, yn(t), zn(t)) + β2(t, yn(t), zn(t)), (15)

f (2)
n (t) = α1(t, yn(t), zn(t)) + β1(t, yn(t), zn(t))

Доведення. Iз (7)–(10) та з умови B2 випливає, що

z′n+1(t)− y′n+1(t) = g(t, zn(t))− g(t, yn(t)) + h(t, zn(t))− h(t, yn(t))−

α1(t, yn(t), zn(t))(zn(t)− zn+1(t))− β1(t, yn(t), zn(t))(yn+1(t)− yn(t))+

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn+1(t)− yn+1(t))−

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn(t)− yn(t)) ≤
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(a1(t, yn(t), zn(t)) + α2(t, yn(t), zn(t))(zn(t)− yn(t))+

(b1(t, yn(t), zn(t)) + β2(t, yn(t), zn(t)))(zn(t)− yn(t))+

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn+1(t)− yn+1(t))−

(a1(t, yn(t), zn(t)) + b1(t, yn(t), zn(t)))(zn(t)− yn(t)) =

f (2)
n (t)(zn+1(t)− yn+1(t)) + f (1)

n (t)(zn(t)− yn(t)),

тобто маємо оцiнку (13). Оцiнка (14) випливає з (13), якщо скористатись теоремою про
диференцiальнi нерiвностi [6].

Зауваження 1.1. Характер збiжностi процесу (7)–(9) визначається структурою функ-
цiй a1(t, y, z), b1(t, y, z), α2(t, y, z), β2(t, y, z). Якщо, зокрема,

α2(t, y, z) = α3(t, y, z)(z − y)γ, β2(t, y, z) = β3(t, y, z)(z − y)γ (γ ≥ 0),

де α3(t, y, z), β3(t, y, z) неперервнi невiд’ємнi при t ∈ [t0, T ], y ≤ z, y, z ∈ S(x0,M), то
згiдно з (14),

f (1)
n (t) = (α3(t, y(t), z(t)) + β3(t, y(t), z(t)))(zn(t)− yn(t))

γ. (16)

Пiдставляючи (15) в (14), при γ > 0 для iтерацiйного процесу (7)–(9) отримуємо
надлiнiйну збiжнiсть, а при γ = 1 та γ > 1 iтерацiйний процес (7)–(9) характеризується
квадратичною i, вiдповiдно, надквадратичною збiжнiстю. У тому випадку, коли

a1(t, y, z) =
∂g(t, y)

∂y
, b1(t, y, z) =

∂h(t, y)

∂y
,

α2(t, y, z) =
1

2

∂2g(t, y)

∂y2
(z − y), β2(t, y, z) =

1

2

∂2h(t, y)

∂y2
(z − y),

матимемо квадратичну збiжнiсть при γ = 1, i отриманi результати охоплюють вiдпо-
вiднi результати М.С. Курпеля iз [2, 3]. Якщо, крiм того, одна iз функцiй g(t, x) або
h(t, x) тотожно дорiвнює нулю, то результати, якi отримуються iз наведених теорем,
описують основнi властивостi методу Чаплигiна i багатьох його рiзновидiв.

Зауваження 1.2. Вiдмiннiсть алгоритму (7)–(9) вiд алгоритмiв М.С. Курпеля з [2, 3]
стосується можливостi отримати надлiнiйну збiжнiсть алгоритму для недиференцiйов-
них функцiй g(t, x) або h(t, x).
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