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В роботi дослiджуються алгебри симетричних та субсиметричних аналiтичних функцiй
обмеженого типу на просторах L1[0,∞) ∩ L∞[0,∞) та L∞[0, 1] i їх спектри.

Вступ

Нехай X, Y — банаховi простори над полем K, де K = R або K = C. Нагадаємо, що
вiдображення P : X → Y називається n-однорiдним полiномом, якщо iснує симетричне
n-лiнiйне вiдображення A : Xn → Y таке, що P (x) = A(x, . . . , x). Полiном степеня m є
скiнченною сумою n-однорiдних полiномiв, n = 1, . . . ,m.

Нехай G — напiвгрупа iзометричних операторiв на просторi X. Функцiя f з простору
X називається симетричною вiдносно G (або G-симетричною,) якщо f(σ(x)) = f(x)

для кожного σ ∈ G. Важливим прикладом є випадок, коли X = `p (1 ≤ p < ∞) i G = G
— група перестановок на множинi натуральних чисел. Тодi σ ∈ G дiє на просторi `p
наступним чином:

σ
( ∞∑

i=1

xiei

)
=

∞∑
i=1

xieσ(i),

де {e1, e2 . . . , } — стандартна база на просторi `p. В лiтературi G-симетричнi функцiї на
`p називають симетричними.

Функцiя f на просторi Lp[0, 1] називається симетричною, якщо f(σx) = f(x) для
довiльного σ ∈ Σ, де Σ є групою вимiрних автоморфiзмiв вiдрiзка [0, 1], якi зберiгають
мiру.

Iншим важливим прикладом є випадок, коли X = `p i G = G — напiвгрупа, поро-
джена iзометричними операторами βi,

βi : (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .). (1)
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G-симетричнi функцiї називають субсиметричними.
Симетричнi полiноми на гiльбертових просторах та просторах `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞,

вперше дослiджувались Немировським i Семеновим в [12]. Властивостi симетричних
полiномiв та аналiтичних функцiй вивчалися в [7, 1]. Зокрема, в роботi [7] отримано
точне представлення симетричних полiномiв на банахових просторах з симетричною
базою та так званих переставно-iнварiантних просторах функцiй за допомогою еле-
ментарних симетричних полiномiв. В [1] авторами дослiджується спектр алгебри симе-
тричних голоморфних функцiй на просторi `p. Максимальнi iдеали алгебр аналiтичних
функцiй вивчалися в роботах [2, 3, 4, 14, 15].

В роботi [7] доведено, що, подiбно до скiнченновимiрного випадку, полiноми

Fk(x) =
∞∑
i=1

xk
i , k = dpe, dpe+ 1 . . . , (2)

утворюють алгебраїчну базу в алгебрi всiх симетричних полiномiв на просторi `p, де
dpe — найменше цiле число, яке є бiльшим або дорiвнює p. Тобто, для кожного си-
метричного полiнома P степеня dpe + n − 1, n ≥ 1 iснує полiном q ∈ Cn, такий що
P (x) = q(Fdpe(x), . . . , Fdpe+n−1(x)).

Позначимо через Gk(x) =

1∫
0

xk(t)dt елементарнi симетричнi полiноми на просторi

Lp[0, 1], k = 1, . . . , p. Згiдно з [7], кожен симетричний полiном на просторi Lp належить
до алгебраїчної оболонки полiномiв Gk, k ≤ p.

Субсиметричнi полiноми дослiджувались в роботах [8, 9, 12]. Так, у статтi [8] (Теоре-
ма 2.1) Р. Гонзало показує, що так званi стандартнi полiноми

Fk1,...,kn(x) =
∑

i1<···<in

xk1
i1
· · ·xkn

in
, k1 + · · ·+ kn = n, (3)

утворюють лiнiйну базу у скiнченновимiрному просторi n-однорiдних субсиметричних
полiномiв для n ≥ dpe.

Для банахового простору X позначимо через P(X) алгебру всiх полiномiв на X i
через Ps(X) (вiдпов. Psbs

(`p)) — алгебру всiх симетричних (вiдпов. субсиметричних)
полiномiв на X. Поповнення P(X) в метрицi рiвномiрної збiжностi на обмежених мно-
жинах спiвпадає з алгеброю цiлих аналiтичних функцiй обмеженого типу Hb(X) на
просторi X. Через Hbs(X) (вiдпов. Hbsbs

(`p)) ми будемо позначати пiдалгебру всiх симе-
тричних (вiдпов. субсиметричних) функцiй алгебри Hb(X). Ми також будемо позначати
через Mbs(`p) i Mbsbs

(`p) спектр (множину комплексних гомоморфiзмiв) алгебр Hbs(`p)

i Hbsbs
(`p) вiдповiдно.

1 Симетричнi аналiтичнi функцiї на просторi L1[0,∞) ∩ L∞[0,∞)

Позначимо через E простiр

E = L1[0,∞) ∩ L∞[0,∞)
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з нормою
‖x‖E = max{‖x‖L1[0,∞), ‖x‖L∞[0,∞)}.

Також позначимо через Ps(E) алгебру всiх полiномiв на просторi E, симетричних
вiдносно групи вимiрних автоморфiзмiв iнтервалу [0,∞).

Нехай, також, Rk(x) =

∞∫
0

xk(t)dt.

Твердження 1.1. Полiноми Rk є коректно визначеними на просторi E для кожного
k = 1, 2, . . . , i послiдовнiсть {Rk} утворює алгебраїчну базу в алгебрi Ps(E).

Доведення. Оскiльки простiр E є переставно-iнварiантним простором функцiй на iн-
тервалi [0,∞) (див. [10, ст.118] ), то послiдовнiсть полiномiв {Rk} утворює алгебраїчну
базу в Ps(E) згiдно з [7], теорема 2.12.

Позначимо через Ψ вiдображення, яке кожному P ∈ Ps(`1), P = q(F1, . . . , Fm), ста-
вить у вiдповiднiсть Q ∈ Ps(E), Q = q(R1, . . . , Rm). Зауважимо, що Ψ є бiєкцiєю i
гомоморфiзмом алгебр симетричних полiномiв.

Для даного елемента (a1, . . . , an, . . .) ∈ `1 покладемо

fa(t) =
∞∑
k=1

akχ∆k
(t), (4)

де ∆k = [k − 1, k), k = 1, 2, . . . , i χ∆k
(t) =

{
1, t ∈ ∆k;

0, t /∈ ∆k.
Тодi

‖fa‖ = max
{∑

k

|ak|, sup
k

|ak|
}
=
∑
k

|ak| = ‖a‖.

Позначимо через Γ(Q) звуження Q ∈ Ps(E) на лiнiйний простiр схiдчастих функцiй
{fa, a ∈ `1}.

Легко бачити, що

Rn

( ∞∑
k=1

akχk(t)
)
= Fn

( ∞∑
k=1

akek

)
, (5)

тобто Q(fa) = q(R1(fa), . . . , Rm(fa)) = q(F1(a), . . . , Fm(a)) = Ψ−1(Q)(a).

Отже, Γ = Ψ−1.

Твердження 1.2. Для довiльних полiномiв P ∈ Ps(`1), Q = Ψ(P ) ∈ Ps(E) має мiсце
нерiвнiсть:

‖P‖ ≤ ‖Q‖.

Доведення. Нехай P — симетричний полiном на `1, P = q(F1, . . . , Fm) i нехай Q =

Ψ(P ) = q(R1, . . . , Rm).

Нехай, також, ‖P‖ = c. Тодi для кожного ε > 0 iснує xε ∈ `1, ‖xε‖ = 1, таке що
c− ε ≤ |P (xε)| ≤ c+ ε.
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Нехай F1(xε) = c1, . . . , Fm(xε) = cm. Тодi c − ε ≤ |q(c1, . . . , cm)| ≤ c + ε. Розглянемо
функцiї fxε ∈ E вигляду (4), ‖fxε‖ = ‖xε‖ = 1 що залежать вiд xε i, такi що

R1(fxε) = c1, . . . , Rm(fxε) = cm.

Тодi маємо, що

|Q(fxε)− c| = |q(c1, . . . , cm)− c| = |P (xε)− c| ≤ ε

i отже,
‖P‖ ≤ ‖Q‖.

З твердження 1.2 випливає, що Γ є неперервним.

Лема 1.1. Нехай H1(X), H2(Y ) — пiдалгебри Фреше аналiтичних функцiй над бана-
ховими просторами X, Y, i нехай T : H1(X) → H2(Y ) — неперервний сюр’єктивний
гомоморфiзм, такий що T є бiєктивним оператором з P1(X) в P2(Y ), де P1(X), P2(Y ) —
пiдпростори всiх полiномiв в H1(X) i H2(Y ) вiдповiдно. Тодi T є iзоморфiзмом алгебр
H1(X) i H2(Y ).

Доведення. Припустимо, що T : H1(X) → H2(Y ) не є iн’єктивним. Тодi iснує аналiтична

функцiя f, така що T (f) = 0. Нехай f =
∞∑
k=0

Pk 6= 0, де Pk є k-однорiдними полiномами,

k = 0, 1, . . . . Тодi, за неперервнiстю T, T (f) =
∞∑
k=0

T (Pk) 6= 0. Таким чином, суперечнiсть

показує, що T мусить бути iн’єктивним оператором з H1(X) в H2(Y ). Отже, T є непе-
рервним i бiєктивним. Застосовуючи теорему про обернене вiдображення для просторiв
Фреше, ми отримуємо, що T−1 — неперервний.

Теорема 1. Hbs(E) може бути неперервно вкладена в Hbs(`1), як щiльна пiдалгебра.

Доведення. Вiзьмемо γ =
∞∑

m=0

Qm, γ ∈ Hbs(E) i ζ =
∞∑

m=0

Pm, ζ ∈ Hbs(`1), Pm = Γ(Qm).

Оскiльки
∞∑

m=0

Qm збiгається, то

lim sup
m→∞

‖Qm‖1/m =
1

RE(γ)
= 0,

де RE(γ) є радiусом збiжностi γ в E.

З твердження 1.2 маємо, що ‖Pm‖ ≤ ‖Qm‖ для кожного m. Тодi

1

R`1(ζ)
:= lim sup

m→∞
‖Pm‖1/m ≤ lim sup

m→∞
‖Qm‖1/m =

1

RE(γ)
= 0,

i, таким чином, R`1(ζ) = ∞.
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Отже, з того, що
∞∑

m=0

Qm ∈ Hbs(E), випливає, що
∞∑

m=0

Pm ∈ Hbs(`1), i ми маємо

неперервне вкладення Hbs(E) ⊂ Hbs(`1), яке є продовженням Γ зi щiльного пiдпростору
полiномiв i яке ми будемо позначати тим самим символом. Очевидно, що Γ є гомомор-
фiзмом зi щiльним образом.

Зауважимо, що коли Γ є сюр’єктивним вiдображенням, то, використовуючи лему
1.1, ми отримуємо, що Hbs(E) є iзоморфним до Hbs(`1).

Наслiдок 1.1. Mbs(E) ⊃ Mbs(`1).

2 Випадок L∞[0, 1]

Теорема 2. Hbs(E) неперервно вкладається в Hbs(L∞[0, 1]), як щiльна пiдалгебра.

Доведення. Кожну функцiю γ ∈ L∞[0, 1] ми можемо продовжити до функцiї γ̃ на E

наступним чином:

γ̃ =

{
γ, t ∈ [0, 1];

0, t ∈ [0,∞) \ [0, 1].

Нехай
T : Hbs(E) → Hbs(L∞[0, 1]), T (f)(γ) = f(γ̃).

Легко бачити, що T є неперервним гомоморфiзмом, |T (Qn)| ≤ ‖Qn‖ для кожного
n-однорiдного симетричного полiнома Qn i, крiм того, T (Rn) = Gn. Таким чином, T є
iзоморфiзмом за лемою 1.1.

Як i у випадку алгебри Hbs(E), ми можемо розглянути звуження функцiй з алгебри
Hbs(L∞[0, 1]) на схiдчастi функцiї. Зафiксуємо n ∈ N, вiзьмемо довiльний вектор (a1, . . . ,

an) ∈ Cn i нехай ∆k = [k−1
n
, k
n
), k = 1, . . . , n.

Як i ранiше, визначимо функцiю fa(t) наступним чином:

fa(t) =
n∑

k=1

akχ∆k
(t),

де χ∆k
(t) =

{
1, t ∈ ∆k,

0, t /∈ ∆k.
Тодi

Gm(fa) =

∫ 1

0

(
n∑

k=1

akχ∆k
(t)

)m

dt =

∫ 1

0

(
n∑

k=1

amk χ∆k
(t)

)
dt =

∑n
k=1 a

m
k

n
=

Fm(a)

n
.

Для заданого f ∈ L∞[0, 1] визначимо fn(t) =
∑n

k=1 aknχ∆n(t) — послiдовнiсть схiд-
чатих функцiй, таких що fn → f при n → ∞. Тодi

Gm(f) = lim
n→∞

∑n
k=1 a

m
kn

n
.
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Твердження 2.1. Для довiльного вектора (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn iснує схiдчата функцiя
f(t) ∈ L∞[0, 1], така що

Gk(f) = ξk.

Доведення. Вiдомо (див. [1]), що iснує x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ `p такий, що Fk(x) = nξk.

Тодi Gk(f) =
Fk

n
.

3 Субсиметричнi аналiтичнi функцiї на E

Для ζ ∈ E i 0 ≤ s1 < s2 означимо iзометричнi оператори β[s1,s2] на просторi Hbsbs
(E)

наступним чином:

β[s1,s2](ζ(t)) = ζ(β[s1,s2](t)) :=


ζ(t), t ∈ [0, s1),

0, t ∈ [s1, s2],

ζ(t− s2 + s1), t ∈ (s2,∞).

Означення 3.1. Функцiя f ∈ E є субсиметричною, якщо f(t) = f(β[s1,s2](t)) для до-
вiльного оператора β[s1,s2], 0 ≤ s1 < s2.

Зауважимо, що β[s1,s2] є аналогом оператора βi, що визначається формулою (1).
Згiдно з формулою (3), полiном Fk1,k2 може бути записаний у виглядi

Fk1,k2(x) =
∞∑

i,j=1

xk1
i xk2

j+i,

i якщо k1 = k2, то вiн симетричний. Наступне твердження показує, що для субсиметри-
чних полiномiв на E ситуацiя є iншою.

Твердження 3.1. Полiном

R1,1(γ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

γ(t)γ(t+ s)dsdt

є субсиметричним, але не симетричним.

Субсиметричнiсть полiнома є очевидною.

Приклад 3.1. Розглянемо функцiю γ(t) = exp(−t) i вимiрний автоморфiзм σ1,3 : ∆1 ↔
∆3, де ∆k = [k − 1, k), k = 1, 2, 3. Легко бачити, що

R1(γ) =

∫ ∞

0

exp(−t)dt =∫
∆1

exp(−t− 2)dt+

∫
∆2

exp(−t)dt+

∫
∆3

exp(−t+ 2)dt+

∫ ∞

3

exp(−t)dt,

тобто R1(γ) = σ1,3(R1(γ)). Однак,

R1,1(γ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

exp(−t) exp(−(t+ s))dsdt 6=
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∆1

∫
∆1

exp(−t− 2) exp(−t− s− 2)dsdt+

∫
∆2

∫
∆2

exp(−t) exp(−t− s)dsdt+∫
∆3

∫
∆3

exp(−t+2) exp(−t− s+2)dsdt+

∫ ∞

3

∫ ∞

3

exp(−t) exp(−t− s)dsdt = σ1,3(R1,1(γ)).

Таким чином, полiном R1,1(γ) не є симетричним.

Для даного елемента (a1, . . . , an, . . .) ∈ `1 визначимо функцiю fa(t) за формулою (4).
Розглянемо звуження полiнома R1,1 ∈ Pbsbs

(E) на лiнiйний простiр схiдчастих функцiй
{fa, a ∈ `1}, яке ми, як i у випадку симетричних полiномiв, будемо позначати Γ.

Твердження 3.2. Вiдображення Γ має нетривiальне ядро.

Доведення. Маємо, що

R1,1(fa) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∞∑
k=1

akχ∆k
(t)

∞∑
k=1

akχ∆k
(t+ s)dsdt =

1

2

∞∑
i=1

a2i +
∞∑
i<j,
i,j=1

aiaj =
F2

2
+G2,

де G2 =
∞∑
i<j,
i,j=1

xixj.

Використовуючи той факт, що G2 =
F 2
1 − F2

2
, ми отримуємо

Γ(R1,1) =
F 2
1

2
.

З iншого боку, Γ−1
(F 2

1

2

)
=

R2
1

2
, i таким чином,

R1,1 −
R2

1

2

Γ−→ 0.

Наслiдок 3.1. Iснує комплексний гомоморфiзм ϕ ∈ M(E), такий що ϕ 6∈ Mbsbs
(`1).
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