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Визначено новi класи iнтерполяцiйних просторiв векторiв експоненцiального типу ком-
плексних степенiв позитивних операторiв. Дослiджено властивостi апроксимацiйних прос-
торiв, породжених розглянутими iнтерполяцiйними просторами. Наведено приклад засто-
сування до регулярних елiптичних граничних задач, в якому вектори експоненцiального
типу спiвпадають з кореневими векторами, а для операторiв iз сталими коефiцiєнтами є
пiдкласом цiлих функцiй експоненцiального типу.

Вступ

У данiй статтi визначено новi класи iнтерполяцiйних просторiв векторiв експонен-
цiального типу комплексних степенiв позитивних операторiв i дослiджено їхнi iнтер-
поляцiйнi властивостi, що узагальнюють вiдповiднi результати роботи [5].

Розглянуто апроксимацiйнi простори, породженi iнтерполяцiйними просторами век-
торiв експоненцiального типу, та отримано нерiвностi, що оцiнюють мiнiмальну вiдстань
вiд заданого елемента до пiдпростору векторiв експоненцiального типу з фiксованим
iндексом. Зазначимо, що розв’язанню проблеми наближення елементiв банахового про-
стору рiзними класами гладких векторiв замкненого оператора, у тому числi векторами
експоненцiального типу, присвячено роботи [1, 2]. У цьому зв’язку вiдзначимо також
роботу [4], де наведено застосування до згаданої проблеми поняття квазiнормованого
абстрактного простору Бєсова.

Тут наведено приклад застосування отриманих абстрактних результатiв для регу-
лярних елiптичних операторiв, вектори експоненцiального типу яких спiвпадають з
кореневими векторами, а у випадку сталих коефiцiєнтiв є пiдкласом цiлих функцiй
експоненцiального типу.
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1 Iнтерполяцiйнi простори векторiв експоненцiального типу

Розглядаємо позитивний оператор A зi щiльною областю визначення C1 в деяко-
му комплексному банаховому просторi X. Згiдно з означенням це значить, що пiввiсь
(−∞, 0] належить його резольвентнiй множинi та iснує таке число c > 0, що

‖(A− λI)−1‖ ≤ c

1 + |λ|
, λ ∈ (−∞, 0].

Через Ck (k ∈ Z+) позначаємо область визначення оператора Ak з нормою ‖x‖Ck =

‖Akx‖X (x ∈ Ck). При цьому A0 = I — одиничний оператор i C0 = X.
Нехай 0 < θ < 1 та 1 ≤ q ≤ ∞. Слiдуючи [10], для пари комплексних банахових

просторiв {X, Y } визначаємо iнтерполяцiйний простiр

(X, Y )θ,q =
{
a ∈ X + Y : ‖a‖(X,Y )θ,q

< ∞
}

з нормою

‖a‖(X,Y )θ,q
=


(∫ ∞

0

[
t−θK(t, a;X,Y )

]q dt
t

)1/q

: q < ∞,

sup
0<t<∞

t−θK(t, a;X,Y ) : q = ∞,

де K(t, a;X, Y ) = inf
a=x+y

(
‖x‖X + t ‖y‖Y

)
, а також iнтерполяцiйний простiр [X,Y ]θ ={

a ∈ X + Y : ∃ f(z) ∈ F(X,Y ), f(θ) = a
}

з нормою ‖a‖[X,Y ]θ = inf
f(θ)=a

‖f(z)‖F(X,Y ),

де iнфiмум беремо по всiх функцiях f∈ F(X,Y ), таких що f(θ) = a. Через F(X, Y )

вище позначено простiр (X + Y )-значних аналiтичних в S = {z ∈ C : 0 < Re z < 1}
функцiй, неперервних в замиканнi S i таких, що мають скiнченну норму ‖f‖F(X,Y ) =

max
(
sup
t

‖f(it)‖X , sup
t

‖f(1 + it)‖Y
)
, f(it) ∈ X, f(1 + it) ∈ Y для всiх −∞ < t < ∞.

Нехай m, k ∈ Z, m ≥ 0. Вiдомо (див. [10, § 1.15.1]), що для всiх α ∈ C таких, що
−m < Reα ≤ σ − m, 0 < σ < k, i всiх елементiв x ∈

(
X, Ck

)
σ/k,1

визначеним буде
оператор

Aα
σx =

Γ(k)

Γ(α+m)Γ(k −m− α)

∫ ∞

0

tα+m−1Ak−m(A+ tI)−kx dt,

що допускає замикання Aα в X, яке не залежить вiд вибору σ. Область визначення Cα

оператора Aα далi розглядаємо як банахiв простiр з нормою ‖x‖Cα = ‖Aαx‖X , x ∈ Cα.

Таким чином, оператор Aα i простiр Cα визначенi для всiх чисел α ∈ C. Оператор Aα —
неперервний при Reα < 0 та iзоморфно вiдображає Cα на X при Reα > 0 [10, теорема
1.15.2]. Пiдпростiр Ck щiльний в X [10, лема 1.14.1], а щiльнiсть Cα в X є наслiдком
вкладень Ck ⊂

(
X, Ck

)
σ/k,1

⊂ Cα ⊂ X. Для довiльних α, β ∈ C справедливими є рiвностi
AαAβ = AβAα = Aα+β i oператор Aβ iзоморфно вiдображає Cα+β на Cα [10, теорема
1.15.2]. Зокрема Cα+β ⊂ Cα, отже, C∞ ⊂

⋂
βCα+β ⊂ C∞, де C∞ :=

⋂
k∈Z+

Ck.

Далi для довiльного x ∈ C∞ =
⋂

k∈Z+
Cα+k покладемо xk := Akx ∈ Cα. Для чисел

1 ≤ q ≤ ∞, ν > 0 визначимо простори

Eν
q (Cα) =

{
x ∈ C∞ : ‖x‖Eν

q (Cα) =
(∑

k∈Z+

ν−kq‖xk‖qCα

)1/q
< ∞

}
,

Eν
∞(Cα) =

{
x ∈ C∞ : ‖x‖Eν

∞(Cα) = sup
k∈Z+

ν−k‖xk‖Cα < ∞
}
.
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Для 1 ≤ q < ∞ i 0 ≤ Reα < Re β < ∞ розглянемо також простори

Eν
q (Cα, Cβ)θ,q =

{
x ∈ C∞ :

∑
k∈Z+

ν−kq‖xk‖q(Cα,Cβ)θ,q
< ∞

}
,

Eν
q [Cα, Cβ]θ =

{
x ∈ C∞ :

∑
k∈Z+

ν−kq‖xk‖q[Cα,Cβ ]θ
< ∞

}
з нормами

‖x‖Eν
q (Cα,Cβ)θ,q =

( ∑
k∈Z+

ν−kq‖xk‖q(Cα,Cβ)θ,q

)1/q
та

‖x‖Eν
q [Cα, Cβ ]θ =

( ∑
k∈Z+

ν−kq‖xk‖q[Cα,Cβ ]θ

)1/q
вiдповiдно.

При Reα < 0 Cα = X i простiр Eν
∞(X) складається з векторiв експоненцiального

типу ν оператора A, введених в роботi [6]. Тому елементи з Eν
q (Cα) розширюють клас

просторiв векторiв такого типу.

Лема 1.1. Простори Eν
q (Cα) — банаховi.

Доведення. Нехай (yn) — послiдовнiсть Кошi в Eν
q (Cα), тодi такими ж є послiдовнiстi

(yn) та (Akyn) для будь-якого k ∈ Z+ в Cα внаслiдок неперервностi вкладення Eν
q (Cα) ⊂

Cα. Оператор A, як позитивний, має непорожню резольвентну множину. Тому, згiдно з
[3], C∞ — щiльний в X i, як наслiдок, щiльний в Cα. В силу [8, теорема VII.9.7] оператори
Ak — замкненi над Cα. Iз замкненостi Ak та повноти Cα випливає iснування таких x, y ∈
Cα, що yn → x i Akyn → y за нормою Cα та y = Akx для будь-якого k ∈ Z+. Тому для
будь-якого ε > 0 iснує таке nε ∈ N, що ν−kq‖Akyn‖qCα ≤ 2q−1ν−kq‖Akynε‖

q
Cα + ε/2k+1 для

всiх n ≥ nε та k ∈ Z+. Переходячи до границi при n → ∞, отримуємо ν−kq‖Akx‖qCα ≤
2q−1ν−kq‖Akynε‖

q
Cα + ε/2k+1 при n ≥ nε. Отже, ‖x‖qEν

q (Cα) ≤ 2q−1‖ynε‖
q
Eν
q (Cα) + ε, i тому

x ∈ Eν
q (Cα) та yn → x за нормою Eν

q (Cα), що i доводить повноту простору Eν
q (Cα).

Зазначимо, що при ν ≤ µ маємо неперервнi вкладення Eν
q (Cα) ⊂ Eµ

q (Cα) ⊂ Cα.

Лема 1.2. Якщо 0 < ν0, ν1 < ∞, (ν0 6= ν1), α, β ∈ C i 1 ≤ q, q0, q1 ≤ ∞, то при
ν = ν1−θ

0 νθ
1 (

Eν0
q0
(Cα), Eν1

q1
(Cα)

)
θ,q

= Eν
q (Cα), (1)

а при 1 ≤ q0, q1 < ∞, таких що 1/q = (1− θ)/q0 + θ/q1(
Eν
q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)

)
θ,q

= Eν
q (Cα, Cβ)θ,q, (2)[

Eν0
q0
(Cα), Eν1

q1
(Cα)

]
θ
= Eν

q (Cα) , (3)[
Eν
q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)

]
θ
= Eν

q [Cα, Cβ]θ. (4)

Простори Eν
q (Cα, Cβ)θ,q, Eν

q [Cα, Cβ]θ — банаховi.
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Доведення. Простiр Eν
q (Cα) — iзометричний простору послiдовностей вигляду lν,αq ={

x̄ := (xk)k∈Z+ : x ∈ Eν
q (Cα)

}
з нормою ‖x̄‖lν,αq

= ‖x‖Eν
q (Cα). Зробимо замiну ν = 2−σ,

при якiй умова ν = ν1−θ
0 νθ

1 переходить у рiвнiсть σ = (1 − θ)σ0 + θσ1, i використаємо
теорему 1.18.2 з [10]. При цьому K(t, x̄, lν0,α∞ , lν1,α∞ ) ∼ supk∈Z+

min(2kσ0 , t2kσ1)‖xk‖Cα для
q0 = q1 = ∞ та K(t, x̄, lν0,α1 , lν1,α1 ) ∼

∑
k∈Nmin(2kσ0 , t2kσ1)‖xk‖Cα для q0 = q1 = 1. Нехай

x̄ ∈ (lν0,α∞ , lν1,α∞ )θ,q i без обмеження загальностi σ0 > σ1. Пiдставляючи вирази для K у
формули для норм, з точнiстю до деякої сталої c > 0 отримуємо

‖x̄‖q
(lν0,α∞ , l

ν1,α∞ )
θ,q

∼
∑
j∈Z

2−θqj(σ0−σ1) sup
k

[
min(2kσ0 , 2j(σ0−σ1)+kσ1)‖xk‖Cα

]q ≥
∑
j∈Z

2qj[σ0(1−θ)+σ1θ]‖xj‖qCα = c‖x̄‖q
lν,αq

.

Отже, справедливим є неперервне вкладення (lν0,α∞ , lν1,α∞ )θ,q ⊂ lν,αq . Якщо x̄ ∈ lν,αq , то з
використанням нерiвностi Гельдера

‖x̄‖q
(lν0,α1 , l

ν1,α
1 )

θ,q

∼
∑
j∈Z

2−θqj(σ0−σ1)
[ ∑
k∈Z+

min(2kσ0 , 2j(σ0−σ1)+kσ1)‖xk‖Cα

]q ≤
c
∑
k∈Z

2kσq‖xk‖qCα = c‖x̄‖q
lν,αq

для деякої c > 0. Тому справедливим буде неперервне вкладення lν,αq ⊂ (lν0,α1 , lν1,α1 )θ,q.
З властивостей iнтерполяцiйних просторiв отримуємо (lν0,α1 , lν1,α1 )θ,q ⊂

(
lν0,αq0

, lν1,αq1

)
θ,q

⊂
(lν0,α∞ , lν1,α∞ )θ,q при 1 ≤ q, q0, q1 ≤ ∞. В результатi маємо lν,αq ⊂

(
lν0,αq0

, lν1,αq1

)
θ,q

⊂ lν,αq , i рiв-
нiсть (1) доведена.

Простiр Eν
q (Cα) iзометрично вкадений в простiр послiдовностей lαq =

{
(ξk) : ξk ∈

Cα, ‖(ξk)‖lαq =
(∑

k∈Z+
‖ξk‖qCα

)1/q
< ∞

}
. Вiдповiдну iзометрiю позначимо I : Eν

q (Cα) 3
x ↪→ (ξk := ν−kxk) ∈ lαq . K-функцiонал iнтерполяцiйного простору

(
lαq0 , l

β
q1

)
θ,q

допускає
оцiнку

K(t, I(x), lαq0 , l
β
q1
) ≤ inf

x=x0+x1

(
‖I(x0)‖lαq0 + t‖I(x1)‖lβq1

)
≤

‖I‖Eν
q0

(Cα)→lαq0
K

(
t‖I‖Eν

q1
(Cβ)→lβq1

‖I‖Eν
q0

(Cα)→lαq0

, x, Eν
q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)

)
.

Зробивши замiну τ = t‖I‖Eν
q1

(Cβ)→lβq1
‖I‖−1

Eν
q1

(Cα)→lαq0
, отримаємо

‖I(x)‖(lαq0 , lβq1)θ,q
≤ ‖I‖Eν

q0
(Cα)→lαq0

‖I‖θ
Eν
q1

(Cβ)→lβq1

‖I‖θEν
q0

(Cα)→lαq0

‖x‖(Eν
q0

(Cα), Eν
q1

(Cβ))
θ,q

.

Застосувавши подiбнi оцiнки для оберненого вiдображення I−1, визначеного на множинi
значень оператора I, отримуємо

‖I(x)‖(lαq0 , lβq1)θ,q
= ‖x‖(Eν

q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ))

θ,q

для всiх x ∈
(
Eν
q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)

)
θ,q
.
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Згiдно з означенням простiр Eν
q (Cα, Cβ)θ,q — iзометричний простору послiдовностей

l
ν,(α,β)
q,θ =

{
x̄ := (xk)k∈Z+ : x ∈ Eν

q (Cα, Cβ)θ,q
}

з нормою ‖x̄‖
l
ν,(α,β)
q,θ

= ‖x‖Eν
q (Cα,Cβ)θ,q . Засто-

совуючи тепер вiдомий топологiчний iзоморфiзм банахових просторiв
(
lαq0 , l

β
q1

)
θ,q

= l
(α,β)
q,θ ,

де l
(α,β)
q,θ =

{
(ξk) : ξk ∈ (Cα, Cβ)θ,q, ‖(ξk)‖l(α,β)

q,θ
=
(∑

k∈Z+
‖ξk‖q(Cα,Cβ)θ,q

)1/q
< ∞

}
, 1/q =

(1− θ)/q0 + θ/q1 [10, теорема 1.18.1], приходимо до рiвностi (2).
Рiвнiсть (3) безпосередньо випливає з (1) i теореми 4.7.2 з [7].
Нехай x ∈ [Eν

q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)]θ, f(z)∈ F(Eν

q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)) i f(θ) = x. Тодi

g(z) =

(
‖I‖Eν

q0
(Cα)→lαq0

‖I‖Eν
q1

(Cβ)→lβq1

)z−θ

If(z) ∈ F(lαq0 , l
β
q1
), g(θ) = Ix.

Звiдси маємо

‖g(z)‖F(lαq0 ,l
β
q1

) ≤ ‖I‖(1−θ)
Eν
q0

(Cα)→lαq0
‖I‖θEν

q1
(Cβ)→lβq1

‖f(z)‖F(Eν
q0

(Cα),Eν
q1

(Cβ))

‖Ix‖[lαq0 ,lβq1 ]θ ≤ ‖I‖(1−θ)
Eν
q0

(Cα)→lαq0
‖I‖θEν

q1
(Cβ)→lβq1

‖x‖[Eν
q0

(Cα),Eν
q1

(Cβ)]θ .

Застосовуючи подiбнi оцiнки для оберненого вiдображення I−1, отримуємо

‖I(x)‖[lαq0 ,lβq1 ]θ = ‖x‖[Eν
q0

(Cα),Eν
q1

(Cβ)]θ для всiх x ∈ [Eν
q0
(Cα), Eν

q1
(Cβ)]θ.

За означенням простiр Eν
q [Cα, Cβ]θ — iзометричний простору послiдовностей l

ν,[α,β]
q,θ ={

x̄ := (xk)k∈Z+ : x ∈ Eν
q [Cα, Cβ]θ

}
з нормою ‖x̄‖

l
ν,[α,β]
q,θ

= ‖x‖Eν
q [Cα,Cβ ]θ . Тому рiвнiсть (4)

випливає з вiдомого топологiчного iзоморфiзму
[
lαq0 , l

β
q1

]
θ
= l

[α,β]
q,θ , де l

[α,β]
q,θ =

{
(ξk) : ξk ∈

[Cα, Cβ]θ, ‖(ξk)‖l[α,β]
q,θ

=
(∑

k∈Z+
‖ξk‖q[Cα,Cβ ]θ

)1/q
< ∞

}
, 1/q = (1− θ)/q0 + θ/q1 [10, теорема

1.18.1].
Простори Eν

q (Cα, Cβ)θ,q, Eν
q [Cα, Cβ]θ — банаховi, оскiльки, згiдно з (1) i (2), є iнтерпо-

ляцiйними просторами мiж Eν
q0
(Cα) i Eν

q1
(Cβ).

2 Апроксимацiйнi простори

Нехай 0 < ν, µ < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < τ ≤ ∞. Визначимо апроксимацiйнi простори
вигляду

Eν,µ
q,τ (Cα) =

{
x ∈ Cα : ‖x‖Eν,µ

q,τ (Cα) =

(∫ ∞

0

tµτE(t, x)τ
dt

t

)1/τ

< ∞
}
,

Eν,µ
q,∞(Cα) =

{
x ∈ Cα : ‖x‖Eν,µ

q,∞(Cα) = sup
t>0

tµE(t, x) < ∞
}
,

де E(t, x) = inf
‖y‖Eν

q (Cα)≤t
‖x− y‖Cα , y ∈ Eν

q (Cα), 0 < t < ∞.

Нехай
[
Eν,µ
q,τ (Cα)

]θ
, 0 < θ < 1 — простiр Eν,µ

q,τ (Cα) з квазiнормою ‖x‖θEν,µ
q,τ (Cα)

. Згiдно з
теоремою 7.1.7 [7], при θ = 1/(µ+ 1) i τ = θr (0 < r ≤ ∞) справедлива рiвнiсть[

Eν,µ
q,τ (Cα)

]θ
=
(
Eν
q (Cα), Cα

)
θ,r
. (5)
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Таким чином, Eν,µ
q,τ (Cα) можна розглядати як iнтерполяцiйний простiр мiж Eν

q (Cα) i Cα.

З рiвностi (5) та повноти просторiв Eν
q (Cα) випливає, що простори Eν,µ

q,τ (Cα) — квазiбана-
ховi.

Теорема 1. Iснують такi додатнi числа c1 = c1(θ, τ), c2 = c2(θ, τ), що виконуються
нерiвностi

E(t, x) ≤ c1t
−µ‖x‖Eν,µ

q,τ (Cα), x ∈ Eν,µ
q,τ (Cα), (6)

‖x‖Eν,µ
q,τ (Cα) ≤ c2‖x‖µEν

q (Cα)‖x‖Cα , x ∈ Eν
q (Cα). (7)

Доведення. Згiдно з теоремою 3.11.4(b) [7], для деякого додатного числа c маємо

‖x‖(
Eν
q (Cα),Cα

)
θ,r

≤ c ‖x‖1−θ
Eν
q (Cα)‖x‖

θ
Cα , x ∈ Eν

q (Cα).

Звiдси i з рiвностi (5) при µ = (1 − θ)/θ випливає iснування такої сталої c1 > 0, що
виконується нерiвнiсть (7). Згiдно з теоремою 3.11.4(a) [7], для деякого числа c > 0 ма-
ємо K(t, x; Eν

q (Cα), Cα) ≤ ctθ‖x‖(
Eν
q (Cα),Cα

)
θ,r

, x ∈
(
Eν
q (Cα), Cα

)
θ,r
. З цiєї нерiвностi та (5)

випливає iснування такої сталої c0 > 0, що K(t, x; Eν
q (Cα), Cα) ≤ c0t

θ‖x‖θEν,µ
q,τ (Cα)

, x ∈
Eν,µ
q,τ (Cα). Покладемо K∞(t, x; Eν

q (Cα), Cα) = inf
x=x0+x1

max
{
‖x0‖Eν

q (Cα), t‖x1‖Cα

}
. Оскiльки

K∞ ≤ K, то

K∞(t, x; Eν
q (Cα), Cα) ≤ c0t

θ‖x‖θEν,µ
q,τ (Cα), x ∈ Eν,µ

q,τ (Cα). (8)

Згiдно з лемою 7.1.2 [7], для кожного t > 0 iснує таке s > 0, що K∞(t, x; Eν
q (Cα), Cα) =

s i E(s+0, x) ≤ s/t ≤ E(s− 0, x). Звiдси та (8) маємо s1−θEθ(s, x) ≤ c
1/θ
0 ‖x‖θEν,µ

q,τ (Cα)
, x ∈

Eν,µ
q,τ (Cα). При µ = (1 − θ)/θ отримуємо sµE(s, x) ≤ c

1/θ
0 ‖x‖Eν,µ

q,τ (Cα), x ∈ Eν,µ
q,τ (Cα). Покла-

вши c1 = c
1/θ
0 , приходимо до (6).

Встановленi нерiвностi (6) та (7) можна розглядати як узагальнення вiдомих нерiв-
ностей Джексона i Бернштейна. Зокрема, нерiвнiсть (6) дає оцiнку вiдстанi вiд вектора
x ∈ Cα до пiдпростору Eν

q (Cα).

Теорема 2. Нехай 0 < µ0, µ1 < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < τ, τ0, τ1 ≤ ∞. Для µ = (1−θ)µ0+θµ1

i µ0 6= µ1 виконується рiвнiсть(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ,τ

= Eν,µ
q,τ (Cα). (9)

При 0 < τ ≤ τ̃ ≤ ∞ справедливими будуть вкладення

Eν,µ
q,τ (A) ⊂ Eν,µ

q,τ̃ (A). (10)

Крiм цього, якщо Eν,µ0
q,τ0

(Cα) ⊂ Eν,µ1
q,τ1

(Cα) i 0 < θ0 < θ1 < 1, то(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ0,τ

⊂
(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ1,τ̃

. (11)
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Доведення. Згiдно з теоремою про реiтерацiю [7, теорема 3.11.5], при θ = (1−λ)θ0+λθ1,

θ0 = 1/(µ0 + 1), θ1 = 1/(µ1 + 1) i τ = θr маємо([
Eν,µ0
q,τ0

(Cα)
]θ0 , [Eν,µ1

q,τ1
(Cα)

]θ1)
λ,τ

=
[
Eν,µ
q,r (Cα)

]θ
. (12)

Застосовуючи теорему про степенi [7, теорема 3.11.6], отримуємо([
Eν,µ0
q,τ0

(Cα)
]θ0 , [Eν,µ1

q,τ1
(Cα)

]θ1)
λ,τ

=
(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)θ
ρ,r
, (13)

де ρ = λθ1/θ. З (12) i (13) при µ = (1 − ρ)µ0 + ρµ1 маємо
(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
ρ,r

=

Eν,µ
q,r (Cα), звiдки приходимо до (9).

При 0 < τ ≤ τ̃ < ∞

‖x‖(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα),Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ,τ̃

≤
(∫ ∞

0

(
t−θK(t, x; Eν,µ0

q,τ0
(Cα), Eν,µ1

q,τ1
(Cα))τ

dt

t

)1/τ̃

×

(
sup
t>0

t−θK(t, x; Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα))

)(1−τ/τ̃)

≤ c ‖x‖(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα),Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ,τ

,

звiдки отримуємо (10). Вкладення Eν,µ
q,τ (A) ⊂ Eν,µ

q,∞(A) безпосередньо випливає iз нерiв-
ностi K(t, x; Eν,µ0

q,τ0
(Cα), Eν,µ1

q,τ1
(Cα)) ≤ c1t

θ‖x‖Eν,µ
q,τ (Cα), x ∈ Eν,µ

q,τ (Cα).

Iз нерiвностi K(t, x; Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)) ≤ t ‖x‖Eν,µ1
q,τ1

(Cα), x ∈ Eν,µ1
q,τ1

(Cα), маємо

‖x‖(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα),Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ1,1

=

∫ 1

0

t−θ1K(t, x; Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα))
dt

t
+∫ ∞

1

t−θ1K(t, x; Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα))
dt

t
≤ c ‖x‖Eν,µ1

q,τ1
(Cα) +

sup
t>0

t−θ0K(t, x; Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα))

∫ ∞

1

z−(θ1−θ0)
dz

z
≤

c1 ‖x‖(Eν,µ0
q,τ0

(Cα),Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ0,∞

,

звiдки випливає вкладення
(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ0,∞

⊂
(
Eν,µ0
q,τ0

(Cα), Eν,µ1
q,τ1

(Cα)
)
θ1,1

. Звiдси i
з (10) отримуємо (11).

Нехай 0 < θ < 1, 0 ≤ Reα < Re β < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ i простiр Y спiвпадає з одним
з просторiв Cα, (Cα, Cβ)θ,q або [Cα, Cβ]θ. Розглядаємо послiдовнiсть просторiв (Eν(n)

q (Y )),
що вiдповiдає неспаднiй послiдовностi додатних чисел (ν(n))n∈Z+ такiй, що lim

n→∞
ν(n) =

∞ i визначимо простiр абсолютно збiжних рядiв за нормою Y вигляду

l[Eν(n)
q (Y ), Y ] =

{∑
n∈Z+

yn = y ∈ Y : yn ∈ Eν(n)
q (Y )

}
з нормою ‖y‖

l[Eν(n)
q (Y ),Y ]

= inf
y=

∑
yn

∑
n∈Z+

‖yn‖Y , де iнфiмум беремо по всiх таких рядах.

Далi позначаємо Eq(Y ) :=
⋃

ν>0 Eν
q (Y ).
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Теорема 3. Справедливою буде топологiчна рiвнiсть

l
[
Eν(n)
q (Y ), Y

]
= Eq(Y ), (14)

де замикання беремо за нормою простору Y.

Доведення. Розглянемо допомiжний простiр абсолютно збiжних рядiв l1 =
{∑

n∈Z+
yn =

y : yn ∈ Eν(n)
q (Y )

}
з нормою ‖y‖l1 = inf

y=
∑

yn

∑
n∈Z+

‖yn‖Eν(n)
q (Y )

, де iнфiмум беремо по всiх

таких рядах. Розглянемо також простiр формальних рядiв l1[Eν(n)
q (Y )] =

{∑
n∈Z+

yn = ȳ :

yn ∈ Eν(n)
q (Y )

}
з нормою ‖ȳ‖

l1[Eν(n)
q (Y )]

=
∑

n∈Z+
‖yn‖Eν(n)

q (Y )
. Вiн – банахiв, бо його складовi

Eν(n)
q (Y ) – банаховi. З нерiвностi ‖y‖l1 ≤ ‖ȳ‖

l1[Eν(n)
q (Y )]

випливає, що вiдображення

l1[Eν(n)
q (Y )] 3 ȳ 7−→ y ∈ l1

неперервне i l1 є фактор-простором l1[Eν(n)
q (Y )] по замкненому ядру, i тому є банаховим.

Для будь-якого x ∈ Eν(n)
q (Y ) маємо ‖x‖l1 ≤ ‖x‖Eν(n)

q (Y )
. Враховуючи вкладення

Eν(n)
q (Y ) ⊂ Eν(n+1)

q (Y ),

в останнiй нерiвностi можемо перейти до границi ‖x‖l1 ≤ lim
n→∞

‖x‖Eν(n)
q (Y )

= ‖x‖Y . Для
ε > 0 iснує збiжний в Y ряд

∑
yεn такий, що

∑
yεn = y та ‖y‖l1 − ε ≤

∑
n∈Z+

‖yεn‖Eν(n)
q (Y )

≤∑
n∈Z+

‖yεn‖Y . З iншого боку, для будь-якого збiжного в Y ряду
∑

yn = y маємо∑
n∈Z+

‖yn‖Y ≤
∑

n∈Z+

‖yn‖Eν(n)
q (Y )

.

Звiдки ‖y‖
l[Eν(n)

q (Y ),Y ]
≤ ‖y‖l1 ≤

∑
n∈Z+

‖yεn‖Y + ε, тобто ‖y‖l1 = ‖y‖
l[Eν(n)

q (Y ),Y ]
. Отже,

простiр l
[
Eν(n)
q (Y ), Y

]
— банахiв.

Будь-який елемент замикання y ∈ Eq(Y ) може бути представлений збiжним за нор-
мою Y рядом y =

∑
yn таким, що yn ∈ Eν(n)

q (Y ), тому виконується алгебраїчна рiвнiсть
l
[
Eν(n)
q (Y ), Y

]
= Eq(Y ) . Очевидно, що ‖y‖Y ≤

∑
n∈Z+

‖yn‖Y для будь-якого такого пред-
ставлення, тому ‖y‖Y ≤ ‖y‖

l[Eν(n)
q (Y ),Y ]

для всiх y ∈ Eq(Y ) i рiвнiсть є топологiчною.

3 Приклад

Розглянемо у просторi Lρ(Ω) (1 < ρ < ∞) регулярно елiптичний оператор порядку
2l

A : C1 3 u 7−→
∑
|γ|≤2l

aγ(t)D
γu(t) ∈ Lρ(Ω), aγ ∈ C∞(Ω) (15)

з областю визначення C1 :=
{
u ∈ W 2l

ρ (Ω) : Bju(t)|∂Ω = 0; j = 1, . . . , l
}
, де W 2l

ρ (Ω) —
простiр Соболєва i Bj =

∑
|γ|≤kj

bj,γ(t)D
γ, bj,γ(t) ∈ C∞(∂Ω), 0 ≤ k1 < k2 < . . . < kl, —

набiр граничних операторiв. Надалi припускаємо, що резольвентна множина оператора
A непорожня. Вiдомо [10, § 4.9.1], що у такому випадку для достатньо великих додатних
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ρ ≥ ρ0 оператор A + ρI — позитивний. Оскiльки простори векторiв експоненцiального
типу операторiв A i A + ρI спiвпадають [9], то без обмеження загальностi вважаємо,
що A — позитивний оператор. Згiдно з [10, § 5.4.3], оператор A має дискретний спектр
σ(A) = {λn}n∈N, тобто lim

n→∞
|λn| = ∞, i кореневi пiдпростори Rn кожного власного числа

λn ∈ C є скiнченновимiрними. Далi Lin означає лiнiйну алгебраїчну оболонку векторiв,
i простiр Y спiвпадає з одним iз просторiв (Cα, Cβ)θ,q або [Cα, Cβ]θ (0 ≤ Reα < Re β < ∞,

1 ≤ q < ∞, 0 < θ < 1).

Теорема 4. Нехай 1 ≤ q0, q1 < ∞, 1/q = (1 − θ)/q0 + θ/q1, mκ, nκ ∈ N, κ = 0, 1, i
виконується умова щiльностi Eq(Y ) = Y. Тодi

Y =
{ ∑

n∈Z+

un = u : un ∈ Lin
{
Rk : |λk| < min

(
ν(n)

1
mκ+1 , ν(n)

1
nκ+1

)}}
, (16)

де α = m0(1− θ) + n0θ, β = m1(1− θ) + n1θ.

Доведення. Згiдно з теоремою 1 [9], для 1 ≤ q < ∞ i m ∈ N, Eν
q (Cm) = Lin

{
Rn :

|λn|m+1 < ν
}
. Застосовуючи лему 1.2, теорему 1.15.3 [10] та враховуючи скiнченно-

вимiрнiсть просторiв Eν
q (Cm), маємо

Eν
q (Cα) =

[
Eν
q0
(Cm0), Eν

q1
(Cn0)

]
θ
= Lin

{
Rn : |λn| < min

(
ν

1
m0+1 , ν

1
n0+1

)}
, (17)

Eν
q (Cβ) =

[
Eν
q0
(Cm1), Eν

q1
(Cn1)

]
θ
= Lin

{
Rn : |λn| < min

(
ν

1
m1+1 , ν

1
n1+1

)}
, (18)

де α = m0(1 − θ) + n0θ, β = m1(1 − θ) + n1θ. Використовуючи знову лему 1.2, iз
врахуванням рiвностей (17) та (18), отримуємо

Eν
q (Y ) = Lin

{
Rn : |λn| < min

(
ν

1
mκ+1 , ν

1
nκ+1

)}
.

Рiвнiсть (16) тепер випливає з (14).

Якщо коефiцiєнти aγ оператора A є сталими, то iз результатiв [9] для 1 ≤ q < ∞ i
всiх m ∈ N маємо

Eq(Cm) :=
⋃
ν>0

Eν
q (Cm) =

{
u ∈ Exp (Cn)| Ω : BjA

ku| ∂Ω = 0; j = 1, . . . , l; k ∈ Z+

}
,

де Exp (Cn) — простiр цiлих аналiтичних функцiй експоненцiального типу над Cn. Тому
в цьому випадку отримуємо Y =

{∑
n∈Z+

un = u : un ∈ Exp (Cn)| Ω; BjA
kun| ∂Ω =

0; j = 1, . . . , l; k ∈ Z+

}
.
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Dmytryshyn M.I. The spaces of exponential type vectors of complex degrees of positive operators,
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New classes of interpolation spaces of exponential type vectors of complex degrees of posi-

tive operators are defined. Properties of the approximation spaces generated by the considered

interpolation spaces are investigated. An example of application of constructed theory to the

regular elliptic boundary problems is considered. In the example exponential type vectors co-

incide with root vectors. On the other hand, for operators with constant coefficients the set of

exponential type vectors is subclass of whole functions of exponential type.

Дмитришин М.И. Пространства векторов экспоненциального типа комплексных сте-
пеней позитивных операторов // Карпатские математические публикации. — 2010. — Т.2,
№2. — C. 21–30.

Определены новые классы интерполяционных пространств векторов экспоненциально-
го типа комплексных степеней позитивных операторов. Исследованы свойства аппрокси-
мационных пространств, порожденных рассмотренными интерполяционными простран-
ствами. Приведен пример применения к регулярным эллиптическим граничным задачам,
в котором векторы экспоненциального типа совпадают с корневыми векторами, а для
операторов с постоянными коэффициентами являются подклассом целых функций экспо-
ненциального типа.


