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ВСТУП

Класи перiодичних ψ-диференцiйовних функцiй запроваджено в роботi [6] у такий
спосiб. Нехай

S[ f ] =
a0( f )

2
+

∞

∑
k=1

(ak( f ) cos kx + bk( f ) sin kx)
df
=

∞

∑
k=0

Ak( f ; x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L i пара систем чисел (ψ1(k), ψ2(k)) задовольняє умову ψ
2
(k) =

ψ2
1(k) + ψ2

2(k) 6= 0, k = 0, 1, . . . . Якщо вираз

∞

∑
k=1

(

ψ1(k)

ψ
2
(k)

Ak( f ; x)−
ψ2(k)

ψ
2
(k)

∼
Ak ( f ; x)

)

,

де
∼
Ak ( f ; x) = ak( f ) sin kx − bk( f ) cos kx, є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то ця

функцiя називається ψ-похiдною функцiї f i позначається f ψ. Пiдмножину неперервних

функцiй f ∈ L, якi мають майже скрiзь обмеженi ψ-похiднi позначають символом C
ψ
∞.

Якщо iснують послiдовнiсть ψ(k) i дiйсне число β такi, що ψ1(k) = ψ(k) cos βπ
2 , ψ2(k) =

ψ(k) sin βπ
2 , то класи C

ψ
∞ переходять у класи (ψ, β)-диференцiйовних функцiй, що позна-

чаються C
ψ
β,∞. У випадку, коли ψ(k) = qk, q ∈ (0; 1), k ∈ N, класи C

ψ
β,∞ позначаються

C
q
β,∞, складаються з 2π-перiодичних функцiй, якi дозволяють продовження до функцiй

f (z) = f (x + iy), регулярних у смузi |y| < ln 1
q (див., напр., [7, c. 31]), i називаються аналi-

тичними функцiями дiйсної змiнної чи iнтегралами Пуассона.
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Класи (ψ, β)–диференцiйовних перiодичних функцiй двох змiнних, якi дозволяють
окремо враховувати властивостi звичайних i мiшаних частинних похiдних, визначимо в
такий спосiб (див., напр., [10, 8]). Нехай R2 — евклiдiв простiр з елементами ~x = (x1, x2),
T2 = [−π; π] × [−π; π] — квадрат зi стороною 2π,

N2 =
{

~x ∈ R2 | xi ∈ N, i = 1, 2
}

, N2
∗ =

{

~x ∈ R2 | xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2
}

,

N2
i =

{

~x ∈ R2 | xi ∈ N, xj ∈ N∗, i 6= j
}

, E2 =
{

~x ∈ R2 | xi ∈ {0; 1}, i = 1, 2,
}

.

Через L(T2) позначимо множину 2π-перiодичних за кожною зi змiнних та сумовних
на квадратi T2 функцiй f (~x) = f (x1, x2).

Нехай f ∈ L(T2). Кожнiй парi точок~s ∈ E2,~k ∈ N2
∗ поставимо у вiдповiднiсть величину

a~s
~k
( f ) =

1
π2

∫

T2

f (x1 , x2) cos
(

k1x1 −
s1π

2

)

cos
(

k2x2 −
s2π

2

)

dx1dx2.

Величини a~s
~k
( f ),~s ∈ E2,~k ∈ N2

∗ є коефiцiєнтами Фур’є функцiї f (~x) [8].

Кожному вектору~k ∈ N2
∗ поставимо у вiдповiднiсть гармонiку

A~k
( f ;~x) = ∑

~s∈E2

a~s
~k
( f ) cos

(

k1x1 −
s1π

2

)

cos
(

k2x2 −
s2π

2

)

а також величини

A~e1
~k
( f ;~x) = ∑

~s∈E2

a~s
~k
( f ) cos

(

k1x1 − (s1 + 1)
π

2

)

cos
(

k2x2 −
s2π

2

)

,

A~e2
~k
( f ;~x) = ∑

~s∈E2

a~s
~k
( f ) cos

(

k1x1 −
s1π

2

)

cos
(

k2x2 − (s2 + 1)
π

2

)

,

що є гармонiками, спряженими до A~k
( f ;~x) за змiнними x1 i x2 вiдповiдно.

Наслiдуючи [8], ряд Фур’є функцiї f (~x) визначимо спiввiдношенням

S[ f ] = ∑
~k∈N2

∗

2−q(~k)A~k
( f ;~x),

де q(~k) — кiлькiсть нульових координат вектора~k.

Нехай f ∈ L(T2) i ψij(k), Ψij(k), i = 1, 2, j = 1, 2 — фiксованi набори систем чисел,
k ∈ N∗. Покладемо

ψi(k) =
√

ψ2
i1(k) + ψ2

i2(k), Ψi(k) =
√

Ψ2
i1(k) + Ψ2

i2(k)

i будемо вважати, що виконано умови: ψi(k) 6= 0, Ψi(k) 6= 0, k ∈ N∗, ψi1(0) = 1, Ψi1(0) = 1,
ψi2(0) = 0, Ψi2(0) = 0, i = 1, 2. Вiдтак припустимо, що вираз

∑
~k∈N2

i

1

2q(~k)ψ
2
i (ki)

[ψi1(ki)A~k
( f ;~x)− ψi2(ki)A~ei

~k
( f ;~x)]

є рядом Фур’є деякої функцiї з L(T2). Позначимо її f ψi(~x) = ∂ψi f (~x)
∂xi

та назвемо ψi-похiд-
ною функцiї f (~x) за змiнною xi, i = 1, 2.

Мiшаною Ψ-похiдною за змiнними xi, i = 1, 2, за аналогiєю до означення звичайної
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мiшаної похiдної, будемо називати функцiю f Ψ(~x), яка задається спiввiдношенням

f Ψ(~x) =
∂Ψ2

∂x2

(

∂Ψ1 f (~x)

∂x1

)

.

Для заданого набору функцiй ψij, Ψij, i = 1, 2 j = 1, 2, символом C
2ψ
∞ позначимо множи-

ну неперервних функцiй f ∈ L(T2), що мають майже скрiзь обмеженi в розумiннi плоскої
мiри Ψ- i ψi-похiднi ess sup | f Ψ(~x)| ≤ 1, ess sup | f ψ i(~x)| ≤ 1, i = 1, 2, ~x ∈ T2.

Вивченню апроксимацiйних властивостей цих класiв присвячено роботи [10, 3, 5, 8].

Якщо для наборiв функцiй ψij(k) i Ψij(k), i = 1, 2, j = 1, 2, що визначають класи C
2ψ
∞ ,

iснують функцiї ψi(k), Ψi(k) i числа βi, β∗
i ∈ R, i = 1, 2, такi, що

ψi1(k) = ψi(k) cos
βiπ

2
, ψi2(k) = ψi(k) sin

βiπ

2
,

Ψi1(k) = Ψi(k) cos
β∗

i π

2
, Ψi2(k) = Ψi(k) sin

β∗
i π

2
,

то C
2ψ
∞ є класами (ψ, β)-диференцiйовних функцiй, якi було введено в роботi [10]. Будемо

позначати такi класи C
2ψ
β,∞. Якщо, крiм того, для чисел r > 0, s > 0, r1 ≥ r, s1 ≥ s виконано

умови Ψ1(k) = k−r, Ψ2(k) = k−s, ψ1(k) = k−r1 , ψ2(k) = k−s1 , β1 = r, β∗
1 = s, β2 = r1, β∗

2 = s1,

то класи C
2ψ
β,∞ спiвпадають з класами Wr,s

r1,s1 . У роботi [5] вивчено питання наближення
класiв Wr,s

r1,s1 прямокутними сумами Фур’є

S~n( f ;~x) = Sn1,n2( f ;~x) =
n1−1

∑
k1=0

n2−1

∑
k2=0

2−q(~k)A~k
( f ;~x)

та знайдено асимптотичну при ni → ∞, i = 1, 2 рiвнiсть для точних верхнiх меж вiдхилень
прямокутних сум Фур’є S~n( f ;~x) узятих по класам Wr,s

r1,s1

E(Wr,s
r1 ,s1

; S~n) =
4 ln n1

π2nr1
1

+
4 ln n2

π2ns1
2

+ O(1)
(

ln n1 ln n2

nr
1ns

2
+

1
nr1

1
+

1
ns1

2

)

.

Нехай послiдовностi, якi визначають клас, задаються спiввiдношеннями ψi(k) = qk
i ,

qi ∈ (0; 1), i = 1, 2, . . . . Послiдовностi Ψi(k) задаються подiбним чином: Ψi(k) = Qk
i ,

Qi ∈ (0; 1), i = 1, 2, . . . . У цьому випадку класи C
2ψ
β,∞ за аналогiєю до класiв функцiй однiєї

змiнної позначаються C
2q
β,∞.

Iз результатiв роботи С.М. Нiкольського [1] випливає асимптотична рiвнiсть для то-
чних верхнiх меж вiдхилень сум Фур’є на класах аналiтичних функцiй однiєї змiнної C

q
β,∞

E(C
q
β,∞; Sn) = sup

f∈C
q
β,∞

|| f (x) − Sn( f ; x)|| =
8qn

π2 K(q) + O(1)qnn−1,

де

K(q) =

π/2
∫

0

dt
√

1 − q2 sin2 t

— повний елiптичний iнтеграл першого роду, O(1) — величина, рiвномiрно обмежена
щодо n. С.Б. Стєчкiн [4] цей результат довiв iншим методом, який дозволив уточнити
залишковий член останньої рiвностi.
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У роботi [3] розглянуто питання наближення класiв функцiй двох змiнних C
2q
β,∞ пря-

мокутними сумами Фур’є S~n( f ;~x) i отримано асимптотичну формулу

E(C
2q
β,∞; S~n) =

8qn1
1

π2 K(q1) +
8qn2

2
π2 K(q2) + O(1)

(

qn1
1

n1
+

qn2
2

n2
+ Qn1

1 Qn2
2

)

, ni → ∞, i = 1, 2.

Позначимо символом Dq множину послiдовностей ψ(k), k ∈ N, для яких має мiсце
спiввiдношення

lim
k→∞

ψ(k + 1)
ψ(k)

= q, q ∈ (0; 1).

Для точних верхнiх меж вiдхилень прямокутних сум Фур’є на класах функцiй однiєї
змiнної C

ψ
β,∞, ψ(k) ∈ Dq у роботi [9] отримано при n → ∞ асимптотичну формулу

E(C
ψ
β,∞; Sn) = ψ(n)

(

8
π2 K(q) + O(1)(

q

n(1 − q)
+

εn

(1 − q)2 )

)

,

де

εn = sup
k≥n

∣

∣

∣

∣

ψ(k + 1)
ψ(k)

− q

∣

∣

∣

∣

.

У роботi отримано асимптотичну при ni → ∞, i = 1, 2 формулу, що є двовимiрним
аналогом останньої рiвностi для класiв функцiй C

2ψ
β,∞, ψi(k) ∈ Dqi

, qi ∈ (0; 1), Ψi(k) ∈

DQi
, Qi ∈ (0; 1), i = 1, 2. Аналогiчний результат для вiдхилень прямокутних сумм Валле

Пуссена було отримано в роботi [2].

1 ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

Теорема 1. Нехай ψi(k) ∈ Dqi
, qi ∈ (0; 1), Ψi(k) ∈ DQi

, Qi ∈ (0; 1), βi, β∗
i ∈ R, i = 1, 2. Тодi

при ni → ∞, i = 1, 2 має мiсце асимптотична формула

E(C
2ψ
β,∞; S~n) = sup

f∈C
2ψ
β,∞

|| f (~x)− S~n( f ;~x)||C =
8

π2 ∑
i=1,2

ψi(ni)K(qi)

+O(1)
[

∑
i=1,2

ψi(ni)qi

(1 − qi)ni
+ ∑

i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 + Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

,

(1)

де

K(q) =

π/2
∫

0

dt
√

1 − q2 sin2 t
,

— повний елiптичний iнтеграл першого роду,

εm(ψ) = sup
k≥m

∣

∣

∣

∣

ψ(k + 1)
ψ(k)

− q

∣

∣

∣

∣

, q = lim
k→∞

ψ(k + 1)
ψ(k)

, (2)

Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2) = ∏

i=1,2

Ψi(ni)

1 − Qi

(

1 +
εn1(Ψ1)

1 − Q1
+

εn2(Ψ2)

1 − Q2
+

εn1(Ψ1)εn2(Ψ2)

(1 − Q1)(1 − Q2)

)

, (3)

O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо ni, qi, Qi, βi, β∗
i , i = 1, 2.
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Доведення. Використовуючи мiркування роботи [3], можна показати, що

ρ~n( f ;~x) = f (~x)− S~n( f ;~x) = ∑
i=1,2

1
π

π
∫

−π

f ψi(~x + ti~ei)
∞

∑
k=ni

ψi(ki) cos(kiti +
βiπ

2
)dti

−
1

π2

∫

T2

f Ψ(~x + ∑
j=1,2

tj~ej) ∏
j=1,2

∞

∑
νj=nj

Ψνj
(νj) cos(νjtj +

β∗
j π

2
)dtj.

Надалi знадобиться допомiжне твердження (див., напр., [9]).

Лема 1.1. Нехай ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1). Тодi для довiльної послiдовностi чисел γk, k =

1, 2, . . . , має мiсце рiвнiсть
∞

∑
k=n

ψ(k) cos(kt − γk) = ψ(n)

[

q−n
∞

∑
k=n

qk cos(kt − γk) + rn(t; ψ)

]

,

у якiй

rn(t, ψ) =
∞

∑
i=1

( i−1

∏
l=0

ψ(n + l + 1)
ψ(n + l)

− qi

)

cos((n + i)t − γn+i),

крiм того, починаючи з деякого n0,

|rn(t; ψ)| ≤
εn(ψ)

(1 − q − εn(ψ))(1 − q)
, (4)

де εn(ψ) визначено (2).

Використовуючи твердження леми, маємо

ρ~n( f ;~x) = ∑
i=1,2

1
π

π
∫

−π

f ψi(~x + ti~ei)

[

ψi(ni)q
−ni
i

∞

∑
k=ni

qki
i cos(kiti +

βiπ

2
) + ψi(ni)rni

(ti; ψi)

]

dti

−
1

π2

∫

T2

f Ψ(~x + ∑
j=1,2

tj~ej) ∏
j=1,2

[

Ψj(nj)Q
−nj

j

∞

∑
νj=nj

Q
νj

j cos(νjtj +
β∗

j π

2
) + Ψj(nj)rnj

(tj; Ψj)

]

dtj

=
1
π ∑

i=1,2
ψi(ni)q

−ni
i

π
∫

−π

f ψi(~x + ti~ei)
∞

∑
k=ni

qki
i cos(kiti +

βiπ

2
)dti

+
1
π ∑

i=1,2
ψi(ni)

π
∫

−π

f ψi(~x + ti~ei)rni
(ti; ψi)dti −

1
π2

∫

T2

f Ψ(~x + ∑
j=1,2

tj~ej) ∑
ξ⊂{1,2}

∏
s∈{1,2}\ξ

Ψs(ns)Q
−ns
s

×
∞

∑
νs=ns

Qνs
s cos(νsts +

β∗
s π

2
)dts ∏

j∈ξ

Ψj(nj)rnj
(tj; Ψj)dtj.

Виконуючи елементарнi перетворення, можна показати, що
∞

∑
k=n

qk cos
(

kt +
βπ

2

)

= qn

( ∞

∑
k=0

qk cos kt cos(nt +
βπ

2
)−

∞

∑
k=0

qk sin kt sin(nt +
βπ

2
)

)

=
qn

1 − 2q cos t + q2

(

(1 − q cos t) cos(nt +
βπ

2
)− q sin t sin(nt +

βπ

2
)

)
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=
qn

√

1 − 2q cos t + q2
cos

(

nt +
βπ

2
+ arctg

q sin t

1 − q cos t

)

.

На пiдставi останньої рiвностi та оцiнки (4), маємо

ρ~n( f ;~x) =
1
π ∑

i=1,2

ψi(ni)

qni
i

π
∫

−π

f ψi(~x+ ti~ei)b
βi
ni
(ti)dti +O(1)

[

∑
i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 +Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

,

(5)
де

b
βi
ni
(ti) =

qni
i

(1 − 2qi cos ti + q2
i )

1/2
cos

(

niti +
βiπ

2
+ arctg

qi sin ti

1 − qi cos ti

)

,

а величину Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2) визначено спiввiдношенням (3).

Оскiльки f (~x) ∈ C
2ψ
β,∞, то

E(C
2ψ
β,∞; S~n) ≤

1
π ∑

i=1,2

ψi(ni)

qni
i

π
∫

−π

|b
βi
ni
(ti)|dti + O(1)

[

∑
i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 + Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

. (6)

Знайдемо функцiю f0(~x) ∈ C
2ψ
β,∞ для якої має мiсце спiввiдношення

ρ~n( f0;~0) =
1
π ∑

i=1,2

ψi(ni)

qni
i

π
∫

−π

|b
βi
ni
(ti)|dti

+O(1)
[

∑
i=1,2

ψi(ni)qi

(1 − qi)ni
+ ∑

i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 + Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

.

(7)

На пiдставi спiввiдношення (5), для довiльної f ∈ C
2ψ
β,∞ можна записати

ρ~n( f ;~0) =
1
π ∑

i=1,2

ψi(ni)

qni
i

π
∫

−π

f ψi(~0+ ti~ei)b
βi
ni
(ti)dti +O(1)

[

∑
i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 +Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

.

(8)

Покажемо, що кожну функцiю sign b
βi
ni
(ti), i = 1, 2, можна змiнити на множинi точок,

мiра якої не перевищує Kqin
−1
i (1 − qi)

−1 так, щоб для отриманих функцiй yi(ti) викону-

валась умова
π
∫

−π

yi(ti)dti = 0. Вивчимо функцiю b
βi
ni
(ti). Позначимо

Φ(ti) = arctg
qi sin ti

1 − qi cos ti
.

Розглянемо iнтервал (0; π) на якому функцiя Φ(ti) неперервна й виконується умова

0 ≤ Φ(ti) ≤
π

2
. (9)

Крiм того, для ∀ti ∈ (0; π)

|Φ
′
(ti)| =

∣

∣

∣

∣

qi cos ti − q2
i

1 − 2qi cos ti + q2
i

∣

∣

∣

∣

≤
qi

1 − qi
. (10)

Функцiя b
βi
ni
(ti) на промiжку (0; π) дорiвнює нулю й змiнює знак тiльки в точках ви-

гляду tik =
π
2 +kπ−

βiπ
2 −Φ(tik)

ni
, k = 3, 4, . . . , ni − 1. Знайдемо довжини промiжкiв [tik; ti(k+1)] i
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[ti(k+1); ti(k+2)]

ti(k+1) − tik =
π

ni
−

Φ(tik+1)− Φ(tik)

ni
, ti(k+2) − ti(k+1) =

π

ni
−

Φ(ti(k+2))− Φ(ti(k+1))

ni
.

Ураховуючи (10), бачимо, що рiзниця довжин цих промiжкiв |(ti(k+2) − ti(k+1)) −

(ti(k+1) − tik)| не перевищує

|Φ(ti(k+2))− Φ(ti(k+1))|+ |Φ(ti(k+1))− Φ(tik)|

ni
≤

2qi(ti(k+1) − tik)

ni(1 − qi)
.

Унаслiдок (9), маємо

2kπ − βiπ

2ni
≤ tik ≤

π + 2kπ − βiπ

2ni
,

2kπ + 2π − βiπ

2ni
≤ ti(k+1) ≤

3π + 2kπ − βiπ

2ni
,

π

2ni
≤ ti(k+1) − tik ≤

3π

2ni
. (11)

Отже, рiзниця довжин промiжкiв [tik; ti(k+1)] i [ti(k+1); ti(k+2)] не бiльша нiж 3qiπ

2n2
i (1−qi)

.

Функцiя b
βi
ni
(ti) зберiгає знак на цих промiжках, причому праворуч i лiворуч вiд ti(k+1)

знаки рiзнi. Таким чином, функцiю sign b
βi
ni
(ti) на промiжку [tik; ti(k+2)] можна змiнити на

множинi, мiра якої ≤ 3qiπ

2n2
i (1−qi)

так, щоб для отриманої функцiї yi(ti) середнє значення

на цьому вiдрiзку дорiвнювало нулю. Завдяки (11) кiлькiсть промiжкiв, на яких функцiя
b

βi
ni
(ti) змiнює знак, не перевищує 4ni. Аналогiчнi мiркування можна провести для про-

мiжку (−π; 0). Отже, функцiї, побудованi на (−π; π), мають властивостi
π
∫

−π

yi(ti)dti = 0 i

вiдрiзняються вiд sign b
βi
ni
(ti) на множинах, мiри яких не перевищують Kqin

−1
i (1 − qi)

−1,
i = 1, 2.

Вiдтак побудуємо функцiї ϕi(t1; t2) = yi(ti), ~t ∈ T2, i функцiї fi(~x) такi, що ( fi)
ψi =

ϕi(~x). Можна показати (див., напр., [3]), що функцiя f0(~x) = f1(~x) + f2(~x) задовольняє
умову ( f0)

ψi(~x) = ϕi(~x), i = 1, 2. Через це f0(~x) ∈ C
2ψ
β,∞ i справедливим є таке спiввiдноше-

ння
π
∫

−π

( f0(~0 + ti~ei))
ψi b

βi
ni
(ti)dti =

π
∫

−π

|b
βi
ni
(ti)|dti + O(1)

qni+1
i

ni(1 − qi)
.

На пiдставi (8) можна зробити висновок, що для знайденої функцiї f0(~x) має мiсце
спiввiдношення (7). Поєднуючи (6) i (7), отримаємо

E(C
2ψ
β,∞; S~n) =

1
π ∑

i=1,2

ψi(ni)

qni
i

π
∫

−π

|b
βi
ni
(ti)|dti

+O(1)
[

∑
i=1,2

ψi(ni)qi

(1 − qi)ni
+ ∑

i=1,2

ψi(ni)εni
(ψi)

(1 − qi)2 + Π
Q1,Q2
n1,n2 (Ψ1, Ψ2)

]

.

Iз результатiв роботи [1] випливає рiвнiсть
π
∫

−π

|b
β
n(t)|dt =

8qn

π
K(q) + O(1)

qn

n
.
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Поєднуючи двi останнi рiвностi, отримаємо асимптотичну формулу (1).

Зазначимо, що рiвностi qi = Qi, i = 1, 2, є одними з умов, за яких спiввiдношення (1)
забезпечує розв’язок вiдповiдної задачi Колмогорова–Нiкольського (див., напр., [7, c. 57]).
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We obtain asymptotic equalities for upper bounds of the deviations of the right-angled Fourier
sums taken over classes of periodical functions of two variables of high smoothness. These equali-
ties in corresponding cases guarantee the solvability of the Kolmogorov–Hikol’skii problem for the
right-angled Fourier sums on the specified classes of functions.
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Новиков О.А., Ровенская О.Г. Приближение периодических функций высокой гладкости прямо-

угольными суммами Фурье // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — C.
102–109.

Получены асимптотические формулы для верхних граней уклонений прямоугольных
сумм Фурье на классах периодических функций двух переменных высокой гладкости. Эти со-
отношения в некоторых важных случаях обеспечивают решение известной задачи Колмого-
рова–Никольского для прямоугольных сумм Фурье и указанных классов функций.

Ключевые слова и фразы: задача Колмогорова–Никольского, (ψ, β)-производная, прямоу-
гольные суммы Фурье.


