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ВСТУП

Багато критерiїв збiжностi неперервних дробiв носять характер областей збiжностi,

тобто вказуються такi областi у комплекснiй площинi, що якщо елементи ak, bk належать

цим областям, то неперервний дрiб
∞

D
k=1

ak

bk
збiгається. Областi збiжностi для неперервних

дробiв вперше зустрiчаються у роботах Ворпiцького (1865), Прiнгсгейма (1899) i Ван Фле-

ка (1901) [9]. Особливе мiсце займають параболiчнi та спаренi областi збiжностi. Перша

параболiчна область з вiссю параболи вздовж дiйсної осi була дослiджена Скоттом i Уол-

лом (1940) [15]. Огляд узагальнень параболiчної теореми поданий у монографiї Джоунса

i Трона [9]. Важливим застосуванням цих результатiв для функцiональних неперервних

дробiв є кардiоїднi областi збiжностi.

Спареними областями збiжностi називаються такi пари областей 〈E1, E2〉 комплексної

площини, що умови a2k−1 ∈ E1 i a2k ∈ E2, k ≥ 1, гарантують збiжнiсть дробу
∞

D
k=1

ak

1
. Першi

спаренi областi збiжностi отримали Лейтон i Уолл (1936) [12]. Продовжили цi дослiджен-

ня Ланге [11], Трон [7, 16], Лорентцен [13] та iншi.

Гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) є багатовимiрними узагальненнями неперервних дро-

бiв. Рiзнi типи областей збiжностi для рiзних конструкцiй ГЛД дослiджували у своїх ро-

ботах Д. Боднар [5, 6], Х. Кучмiнська [10], Т. Антонова [1, 2], В. Гладун [1], Р. Дмитришин

[8], О. Сусь [2], Н. Гоєнко [6], О. Манзiй [14] та iншi.

УДК 517.524
2010 Mathematics Subject Classification: 11A55, 11J70, 11K50, 30B70, 40A15.

c© Баран О.Є., 2013



ДЕЯКI ОБЛАСТI ЗБIЖНОСТI ГIЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБIВ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ 5

Найпростiшими за структурою, аналогiчнi структурi кратних степеневих рядiв, є гiл-

лястi ланцюговi дроби з нерiвнозначними змiнними

a0 +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)zik

1
= a0 +

N

∑
i1=1

ai(1)zi1

1 +
i1

∑
i2=1

ai(2)zi2

1+. . .

, (1)

де i(k) ∈ I, I =
{

i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik, 1 ≤ ip ≤ ip−1, p = 1, k, k ≥ 1, i0 = N
}

, N —

максимальна кiлькiсть гiлок розгалужень, ai(k) — комплекснi числа, z = (z1, z2, . . . , zN) —

комплекснi змiннi. Скiнченний дрiб

fn = a0 +
n

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)zik

1

називається n-тим пiдхiдним дробом ГЛД (1).

У данiй статтi для гiллястих ланцюгових дробiв з нерiвнозначними змiнними вста-

новлено деякi областi збiжностi.

1 ДЕЯКI КРУГОВI ОБЛАСТI ЗБIЖНОСТI

Розглянемо функцiональний ГЛД з нерiвнозначними змiнними вигляду

∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

c2
i(k)

zik

1
, (2)

де i(k) ∈ I, ci(k) — комплекснi числа, z = (z1, z2, . . . , zN) — комплекснi змiннi.

Задамо вiдображення l : I → N за таким правилом

l = l(i(k)) =
k

∑
s=1

δis
ik

, (3)

де δis
ik

— символ Кронекера. Залежно вiд значення величини l, розiб’ємо множину I на три

пiдмножини I = I1 ∪ I2 ∪ I3, якi попарно не перетинаються:

I1 = {i(k) : i(k) ∈ I, l = 1, k ≥ 1}, I2 = {i(k) : i(k) ∈ I, l − парне, k ≥ 2},

I3 = {i(k) : i(k) ∈ I, l − непарне, l > 1, k ≥ 3}.

Теорема 1. Нехай для дробу (2) виконуються умови:

а) N > 1 i елементи ci(k) належать областям

|ci(k) ± iΓ1,ik
| ≤ ρ1,ik

, (ρ1,ik
+ |Γ1,ik

|)2 ≤ r1/β

ik−1 − 1
, якщо i(k) ∈ I1, (4)

|ci(k) ± iΓ3,ik
| ≤ ρ3,ik

, (ρ3,ik
+ |Γ3,ik

|)2 ≤ r/β, якщо i(k) ∈ I3, (5)

|ci(k) ± iΓ2,ik
| ≥ ρ2,ik

, (ρ2,ik
− |Γ2,ik

|)2 ≥ (2 + r1)(1 + r1 + r)/α, якщо i(k) ∈ I2, (6)
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або

б) N = 1 i елементи ci(k) належать областям (5), якщо i(k) ∈ I1 ∪ I3, або (6), якщо

i(k) ∈ I2, де r1 = 0 при N = 1 i 0 < r1 < (1 − 3r)/(1 + r) при N > 1, 0 < r < 1/3, Γj,s ∈ C,

ρj,s > 0, j = 1, 3, s = 1, N, 0 < α ≤ β.

Тодi ГЛД (2) рiвномiрно збiгається в замкненiй областi

D =
{

z ∈ C
N : α ≤ |zs| ≤ β, s = 1, N

}

до деякої голоморфної функцiї f (z) i справджується оцiнка швидкостi збiжностi

| f (z) − fm(z)| ≤ MCN−1
N+mqm+1,

де fm(z) — m-тий пiдхiдний дрiб (2), M = 1 − r при N = 1 i M = max
1≤p≤N

(r1/r)p при N > 1,

q =
√

(2 + r1)r/(1 − r1 − r).

Доведення. а) Очевидними є наступнi оцiнки:

|c2
i(k)| ≤ (ρj,ik

+ |Γj,ik
|)2, i(k) ∈ I1 ∪ I3; |c2

i(k)| ≥ (ρ2,ik
− |Γ2,ik

|)2, i(k) ∈ I2.

Враховуючи умови (4)–(6), маємо

|c2
i(k)| ≤

r1/β

ik−1 − 1
, якщо i(k) ∈ I1, |c2

i(k)| ≤ r/β, якщо i(k) ∈ I3,

|c2
i(k)| ≥ (2 + r1)(1 + r1 + r)/α, якщо i(k) ∈ I2.

Отже, для дробу (2) виконуються умови теореми, яка є багатовимiрним аналогом те-

ореми Лейтона-Уолла для ГЛД з нерiвнозначними змiнними [4]. Тому ГЛД (2) збiгається

i справджуються вiдповiднi оцiнки швидкостi збiжностi.

б) Позначимо c11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

k

= ck. Тодi дрiб (2) матиме вигляд

∞

D
k=1

c2
kz1

1
. (7)

Враховуючи умови (4)–(6), маємо: |c2
2k−1| ≤ r/β, |c2

2k| ≥ 2(1 + r)/α, k ≥ 1. Позначимо

залишки дробу (7): Q
(n)
n = 1, Q

(n)
k = 1 + c2

k+1z1/Q
(n)
k+1, k = 1, n − 1, n ≥ 1.

При довiльному n, n ≥ 1, iндукцiєю по k можна довести справедливiсть наступних

нерiвностей

|Q(n)
2k−1| ≥ 1, 1 ≤ k ≤ [(n + 1)/2] , 1 − r ≤ |Q(n)

2k | ≤ 1 + r, 1 ≤ k ≤ [n/2] ,

з яких при довiльному n, n ≥ 1, i довiльному k, 1 ≤ k ≤ [(n + 1)/2], отримуємо

|c2
2kz1|

|Q(n)
2k−1||Q

(n)
2k |

=
|c2

2kz1|
∣
∣
∣
∣
∣

(

1 +
c2

2kz1

Q
(n)
2k

)

Q
(n)
2k

∣
∣
∣
∣
∣

=
1

∣
∣
∣
∣
∣

Q
(n)
2k

c2
2kz1

+ 1

∣
∣
∣
∣
∣

≤ 1

1 − |Q(n)
2k |

|c2
2kz1|

≤ 2.
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Iз формули рiзницi пiдхiдних дробiв ГЛД [5] для неперервного дробу (7) маємо

| fn(z1)− fm(z1)| =

m+1

∏
k=1

|c2
kz1|

m+1

∏
k=1

|Q(n)
k |

m

∏
k=1

|Q(m)
k |

, n > m ≥ 1.

Використовуючи наведенi вище оцiнки, при m = 2s − 1 отримаємо | fn(z1)− f2s−1(z1)| ≤
(1 − r)q2s , а при m = 2s — | fn(z1)− f2s(z1)| ≤ 2−1/2r1/2(1 − r)3/2q2s+1, s ≥ 1. Отже,

| fn(z1)− fm(z1)| ≤ Mqm+1, (8)

де M = 1 − r, q =
√

2r/(1 − r).

Якщо у теоремi 1 у випадку N = 1 покласти α = β = 1, z1 = 1, то шляхом пiдбору

параметрiв Γj = Γj,1, j = 1, 2, отримаємо деякi окремi випадки вiдомих ознак збiжностi

неперервного дробу
∞

D
k=1

c2
k

1
. (9)

Наслiдок 1.1. Нехай елементи ck неперервного дробу (9) є комплексними числами, якi

задовольняють хоча б одну iз умов:

а) |c2k−1| ≤
√

r, |c2k| ≥
√

2(1 + r);

б) |c2k−1| ≤
√

r, |c2k ± i| ≥
√

2(1 + r) + 1;

в) |c2k−1 ± ia| ≤ ρ1, (ρ1 + |a|)2 ≤ r, |c2k ± i(a + 1)| ≥ ρ2, (ρ2 − |a + 1|)2 ≥ 2(1 + r);

де k ≥ 1, 0 < r < 1/3, a ∈ C, ρj > 0, j = 1, 2.

Тодi дрiб (9) збiгається i справджується оцiнка швидкостi збiжностi (8).

Умови а) у наслiдку 1.1 є аналогом теореми Лейтона-Уолла для неперервного дробу

вигляду (9). Данi умови дають ширшi областi збiжностi, нiж теорема Лейтона-Уолла [12].

Умови б)–в) є окремими випадками вiдповiдно теорем Трона i Ланге для спарених кру-

гових областей збiжностi неперервних дробiв [9, 11]. Цi умови визначають вужчi областi

збiжностi, нiж у теоремах Трона та Ланге, проте маємо оцiнки швидкостi збiжностi. За-

уважимо, що у формулюваннях теорем Лейтона-Уолла, Трона та Ланге оцiнок швидко-

стi збiжностi не наведено.

Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб вигляду

1 +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)

1
, (10)

де i(k) ∈ I, ai(k) — комплекснi числа.

Залежно вiд значення величини l, яка визначається формулою (3), а також значення

останнього iндексу ik в мультиiндексi i(k), розiб’ємо множину всiх мультиiндексiв I на

пiдмножини, якi попарно не перетинаються:

I
p
1 = {i(k) : i(k) ∈ I, ik = p, l = 1, k ≥ 1},

I
p
2 = {i(k) : i(k) ∈ I, ik = p, l − парне, k ≥ 2},

I
p
3 = {i(k) : i(k) ∈ I, ik = p, l − непарне, l > 1, k ≥ 3}, p = 1, N.
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Лема 1.1. Нехай N > 1 i ρ1, ρ — довiльнi дiйснi числа такi, що ρ1 > 1, ρ > 1,

V
ik
1 :=

{

w ∈ C : |w| ≤ ρ1

ik−1 − 1

}

, (11)

Vik
3 := {w ∈ C : |w| ≤ ρ} , (12)

V
ik
2 := {w ∈ C : |w + 1| ≥ 1 + ρ1} , (13)

E
ik
1 :=

{

w ∈ C : |w| ≤ ρ1

ik−1 − 1

}

, (14)

E
ik
3 := {w ∈ C : |w| ≤ ρ} , (15)

Eik
2 :=

{

w ∈ C : w = reiθ , r ≥ (2 + ρ1)(ρ1 + ρ − cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π
}

, (16)

де i(k) ∈ I.

Тодi виконуються спiввiдношення

E
ik
j =







w ∈ C :
w

1 +
ik−1

∑
ik+1=1

V
ik+1
1 + V

ik
3−j mod 2

⊆ V
ik
j







, (17)

де i(k) ∈ I; j = 1, якщо l = 1; j = 2, якщо l — парне; j = 3, якщо l — непарне i l > 1, l

визначається згiдно (3).

Доведення. Нехай i(k) ∈ I — довiльний мультиiндекс,

G
ik
3−j mod 2 :=

(

1 +
ik−1

∑
ik+1=1

V
ik+1
1 + V

ik
3−j mod 2

)

, j = 1, 3.

Iз спiввiдношення (17) маємо, що

Eik
j ⊆ Vik

j Gik
3−j mod 2 i Eik

j =
⋂

g3−j mod 2∈G
ik
3−j mod 2

Vik
j g3−j mod 2, j = 1, 3.

Покажемо, що при заданих множинах значень (11)–(13) вiдповiднi їм множини еле-

ментiв дробу (10) мають вигляд (14)–(16).

Доведемо справедливiсть формул (14), (15). Очевидно, що

G
ik
2 = 1 +

ik−1

∑
ik+1=1

V
ik+1
1 + V

ik
2 = {w ∈ C : |w| ≥ 1}.

Нехай g2, g
′
2 — такi двi точки множини G

ik
2 , що arg(g

′
2) = arg(g2), |g

′
2| < |g2| i g

′
2 ∈ ∂G

ik
2 ,

де ∂G
ik
2 — межа множини G

ik
2 . Звiдси маємо, що V

ik
j g

′
2 ⊂ V

ik
j g2, j = 1, 3, i тому E

ik
j , j = 1, 3,

мають вигляд (14), (15) вiдповiдно.

Доведемо справедливiсть формули (16). Легко бачити, що

G
ik
3 = 1 +

ik−1

∑
ik+1=1

V
ik+1
1 + V

ik
3 = {w ∈ C : |w − 1| ≤ ρ1 + ρ}.
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Нехай g3, g
′
3 — такi двi точки множини Gik

3 , що g3 6= 0, g
′
3 6= 0, arg(g

′
3) = arg(g3), |g

′
3| > |g3|

i g
′
3 ∈ ∂G

ik
3 . Звiдси маємо, що V

ik
2 g

′
3 ⊂ V

ik
2 g3. Тому

E
ik
2 =

⋂

g3∈G
ik
3

V
ik
2 g3 =

⋂

g
′
3∈∂G

ik
3

V
ik
2 g

′
3.

Встановимо рiвняння межi областi (16). Нехай τ2(α)e
iα i τ3(β)eiβ — довiльнi точки на

межах множин V
ik
2 та G

ik
3 вiдповiдно. Маємо, що τ2(α) = − cos α + [(1 + ρ1)

2 − sin2 α]1/2,

0 ≤ α ≤ 2π, τ3(β) = cos β + [(ρ1 + ρ)2 − sin2 β]1/2, 0 ≤ β ≤ 2π. Можна показати, що для

довiльних α i β, 0 ≤ α ≤ 2π, 0 ≤ β ≤ 2π, виконується нерiвнiсть

τ2(α)τ3(β) ≤ (2 + ρ1)(ρ1 + ρ − cos(α + β)). (18)

Для кожного кута θ = α + β єдиним чином можна вибрати такi кути α i β, що в (18)

буде виконуватися рiвнiсть. Звiдси випливає, що множина E
ik
2 визначається спiввiдноше-

нням (16).

Теорема 2. Нехай N > 1 i ρ1, ρ, ε1, ε2, ε3 — довiльнi дiйснi числа такi, що ρ1 > 1, ρ > 1,

0 < ε1 < ρ1, 0 < ε3 < ρ, 0 < ε2 < ρ1 + ρ. ГЛД (10) збiгається, якщо елементи дробу

ai(k) = ri(k)e
iθi(k) — комплекснi числа, якi задовольняють умови

ri(k) ≤
ρ1 − ε1

ik−1 − 1
, i(k) ∈ I ik

1 , (19)

ri(k) ≤ ρ − ε3, i(k) ∈ I
ik
3 , (20)

ri(k) ≥ (2 + ρ1)(ρ1 + ρ + ε2 − cos θi(k)), i(k) ∈ I
ik
2 , 0 ≤ θi(k) ≤ 2π. (21)

Доведення. Розглянемо ГЛД вигляду

1 +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ci(k)(z)

1
, (22)

де ci(k)(z) = ai(k)z, якщо i(k) ∈ I
ik
1 ∪ I

ik
3 , ci(k)(z) = ai(k)/z, якщо i(k) ∈ I

ik
2 , z = reiθ —

комплексна змiнна. При z = 1 дрiб (22) зводиться до дробу (10).

З умови (19) при |z| ≤ 1 + µ1, де µ1 =
ε1

ρ1 − ε1
, маємо, що |ci(k)(z)| = |ai(k)z| ≤

ρ1

ik−1 − 1

для всiх i(k) ∈ I
ik
1 . Аналогiчно, з умови (20) при |z| ≤ 1 + µ3, де µ3 =

ε3

ρ − ε3
, маємо, що

|ci(k)(z)| = |ai(k)z| ≤ ρ для всiх i(k) ∈ I
ik
3 .

Нехай i(k) ∈ I
ik
2 . Виберемо такi достатньо малi додатнi числа η i µ2, щоб при |θ| ≤ η i

r ≤ 1 + µ2 виконувались нерiвностi Ri(k) ≥ (2 + ρ1)(ρ1 + ρ − cos ϕi(k)) для всiх i(k) ∈ I
ik
2 , де

Ri(k) = |ci(k)(z)|, ϕi(k) = arg ci(k)(z).

Нехай µ = min(µ1, µ2, µ3). Тодi в областi D := {z ∈ C : |θ| < η, 0 < |z| < 1 + µ} для

дробу (22) виконуються умови леми 1.1, а тому всi пiдхiднi дроби, якi є рацiональними

функцiями, є рiвномiрно обмеженими i належать областi

1 +
N

∑
i1=1

Vi1
1 =

{

w ∈ C : |w − 1| ≤ Nρ1

N − 1

}

.
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За теоремою Монтеля послiдовнiсть пiдхiдних дробiв ГЛД (22) утворює нормальне сiмей-

ство голоморфних функцiй в областi D.

Нехай

h = min

{
r1

ρ1 − ε1
,

r

ρ − ε3
,
(2 + ρ1) (ρ1 + ρ + ε2 − 1)

(2 + r1)(1 + r1 + r)

}

,

де 0 < r1 < (1 − 3r)/(1 + r), 0 < r < 1/3. Тодi для |z| ≤ h елементи дробу (22) задоволь-

няють умови багатовимiрного аналогу ознаки збiжностi Лейтона-Уолла [4]:

|ci(k)(z)| = |ai(k)z| ≤
r1

ik−1 − 1
, i(k) ∈ I

ik
1 , |ci(k)(z)| = |ai(k)z| ≤ r, i(k) ∈ I

ik
3 ,

|ci(k)(z)| =
∣
∣
∣
∣

ai(k)

z

∣
∣
∣
∣
≥ (2 + r1)(1 + r1 + r), i(k) ∈ I

ik
2 .

Отже, ГЛД (22) збiгається в областi, яка є перетином областей |z| ≤ h i D. Тодi за

теоремою Стiлтьєса-Вiталi дрiб (22) збiгається рiвномiрно на кожному компактi областi

D, зокрема в точцi z = 1.

У випадку N = 1, покладаючи ρ1 = 0 i накладаючи на елементи дробу (22) умови (20)

для i(k) ∈ I
ik
1 ∪ I

ik
3 та (21) для i(k) ∈ I

ik
2 , отримаємо вiдому теорему Трона [7].

Наслiдок 1.2. Нехай N > 1 i ρ1, ρ, ε1, ε2, ε3 — довiльнi дiйснi числа такi, що ρ1 > 1, ρ > 1,

0 < ε1 < ρ1, 0 < ε3 < ρ, 0 < ε2 < ρ1 + ρ. ГЛД (10) збiгається, якщо елементи дробу

ai(k) = ri(k)e
iθi(k) — комплекснi числа, якi задовольняють умови

ri(k) ≤
ρ1 − ε1

ik−1 − 1
, i(k) ∈ I

ik
1 , ri(k) ≤ ρ − ε3, i(k) ∈ I

ik
3 ,

ri(k) ≥ (2 + ρ1) (ρ1 + ρ + ε2 + 1) , i(k) ∈ I
ik
2 .

У наслiдку 1.2 межа областi (21), яка є кривою «равлик Паскаля», вироджується в коло.

2 ДЕЯКI ПАРАБОЛIЧНI ОБЛАСТI ЗБIЖНОСТI

Розглянемо гiллястий ланцюговий дрiб вигляду

(

b0 +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)

bi(k)

)−1

, (23)

де i(k) ∈ I, b0, ai(k), bi(k) — комплекснi числа.

Лема 2.1. Нехай елементи ГЛД (23) належать наступним множинам:

ai(k) ∈ Pik(b, α) :=

{

w ∈ C : |w| − Re
(

we−2iα
)

≤ b2

2ik−1
cos2 α

}

, (24)

bi(k) ∈ H(b, α) :=
{

w ∈ C : Re
(

we−iα
)

≥ b cos α
}

, (25)

де i(k) ∈ I, b > 0, −π/2 < α < π/2, b0 ∈ H(b, α). Тодi множини значень дробу (23) мають

вигляд

Vik = Hik

(

−b

2
, α

)

:=

{

w ∈ C : Re
(

we−iα
)

≥ − b

2ik−1
cos α

}

, i(k) ∈ I.
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Доведення. Необхiдно показати, що

ai(k)

bi(k) +
ik

∑
ik+1=1

Vik+1

⊆ Vik , i(k) ∈ I. (26)

Нехай i(k) ∈ I — довiльний мультиiндекс. Оскiльки

ik

∑
ik+1=1

Vik+1 = H

(

−b

2
, α

)

, (bi(k) + v) ∈ H

(
b

2
, α

)

, v ∈
ik

∑
ik+1=1

Vik+1,

то
ai(k)

bi(k) + v
∈
{

w ∈ C :

∣
∣
∣
∣
∣
w −

ai(k)e
−iα

b cos α

∣
∣
∣
∣
∣
≤

|ai(k)|
b cos α

}

. (27)

Для того, щоб виконувались спiввiдношення (26) потрiбно, щоб круг (27) лежав у пiв-

площинi Vik . Це матиме мiсце, якщо вiдстань вiд центра круга до межi ∂Vik пiвплощини

Vik буде не менше, нiж радiус круга, тобто

b

2ik−1
cos α + Re

(

ai(k)e
−iα

b cos α
e−iα

)

≥
|ai(k)|
b cos α

,

що забезпечується умовою (24).

Зауважимо, що в лемi 2.1 i надалi в позначеннi множин Pik i Vik iндекс ik означає, що

множини залежать вiд мультиiндекса i(k) ∈ I.

Розглянемо функцiональний ГЛД вигляду

(

b0 + z +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)

bi(k) + z

)−1

, (28)

де i(k) ∈ I, b0, ai(k), bi(k) — комплекснi числа, z — комплексна змiнна.

Теорема 3. Нехай для елементiв ГЛД (28) виконуються умови:

ai(k) ∈ Pik(a, α), |ai(k)| < M, bi(k) ∈ H(b, α),

z ∈ H0(a − b, α) :=
{

w ∈ C : Re
(

we−iα
)

> (a − b) cos α
}

,

де i(k) ∈ I, a > 0, M > 0, −π/2 < α < π/2, b ∈ R, b0 ∈ H(b, α), множини Pik(a, α)

i H(b, α) визначаються (24) i (25). Тодi дрiб (28) рiвномiрно збiгається до голоморфної

функцiї комплексної змiнної z на кожному компактi пiвплощини H0(a − b, α).

Доведення. З умов теореми випливає, що (bi(k) + z) ∈ H0(a, α), k ≥ 0, i(k) ∈ I при k ≥ 1.

Згiдно з лемою 2.1 множинами значень дробу (28) є множини Vik = Hik

(

− a

2
, α
)

, i(k) ∈ I, i

тому

fn =

(

b0 + z +
n

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

ai(k)

bi(k) + z

)−1

∈
{

w ∈ C :

∣
∣
∣
∣
w − e−iα

a cos α

∣
∣
∣
∣
≤ 1

a cos α

}

.
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Отже, пiдхiднi дроби ГЛД (28), якi є рацiональними функцiями, при z ∈ H0 (a − b, α) є

рiвномiрно обмеженими. За теоремою Монтеля послiдовнiсть пiдхiдних дробiв утворює

нормальне сiмейство голоморфних функцiй для z ∈ H0 (a − b, α).

Оскiльки за умовою теореми |ai(k)| < M, i(k) ∈ I, то iснує таке число M′
> 0, що

для |z| > M′ + N i z ∈ H0(a − b, α) виконуються нерiвностi |bi(k) + z| > |ai(k)|+ ik, i(k) ∈
I. Для цих значень z гiллястий ланцюговий дрiб (28) абсолютно збiгається за теоремою

Слешинського-Прiнгсгейма [3]. Тодi за теоремою Стiлтьєса-Вiталi маємо, що ГЛД (28)

збiгається рiвномiрно на кожному компактi пiвплощини H0(a − b, α).

Якщо покласти a = b i z = εeiα, то з теореми 3 випливає наслiдок.

Наслiдок 2.1. ГЛД (23) збiгається, якщо ai(k) ∈ Pik(a, α), bi(k) ∈ H(a + ε, α), |ai(k)| < M, де

i(k) ∈ I, a > 0, M > 0, −π/2 < α < π/2, ε — довiльне досить мале додатне число.

Розглянемо ГЛД вигляду

(

b0 + z +
∞

D
k=1

ik−1

∑
ik=1

−c2
i(k)

bi(k) + z

)−1

, (29)

де i(k) ∈ I, b0, ci(k), bi(k) — комплекснi числа, z — комплексна змiнна. Якщо ai(k) ∈
Pik(a, 0), a > 0, то ci(k) =

√
ai(k) задовольняє спiввiдношення | Im(ci(k))| ≤

a

2
√

ik−1

, i(k) ∈ I.

Таким чином з теореми 3 випливає наслiдок.

Наслiдок 2.2. Нехай елементи ГЛД (29) задовольняють умови | Im(ci(k))| ≤ a

2
√

ik−1

,

|ci(k)| < M, Im(bi(k)) ≥ b, де i(k) ∈ I, a > 0, M > 0, b ∈ R, Im(b0) ≥ b. Тодi дрiб (29)

рiвномiрно збiгається до голоморфної функцiї комплексної змiнної z на кожному ком-

пактi пiвплощини Im(z) > a − b.
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