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Встановлено достатнi умови, при яких для функцiї f : X×Y → Z iснує така залишкова
в X множина A, що функцiя f симетрично квазiнеперервна /клiкова/ вiдносно x в кожнiй
точцi множини A× Y .

Вступ

Поняття квазiнеперервностi i симетричної квазiнеперервностi було введено
С.Кемпiстим в [8] для дiйснозначних функцiй, якi визначенi на вiдкритих паралеле-
пiпедах. Пiзнiше в [9] для функцiй зi значеннями в метричному просторi Тiльман увiв
поняття, яке слабше квазiнеперервностi, назвавши його клiковiстю. Аналогiчно до си-
метричної квазiнеперервностi для функцiї вiд двох змiнних в [7] було введено понят-
тя симетричної клiковостi. Ще в [8] було доведено, що для функцiї вiд двох змiнних
квазiнеперервнiсть вiдносно кожної змiнної гарантує квазiнеперервнiсть за сукупнiстю
змiнних. Для клiковостi це не так.

Нехай X,Y — топологiчнi простори i Z — метричний простiр з метрикою d. Позна-
чимо через ωf (A) = sup

a,b∈A
d(f(a), f(b)) — коливання функцiї f на множинi A. Функцiя

f : X → Z називається квазiнеперервною у точцi x ∈ X, якщо для довiльного ε > 0

i для кожного околу U точки x в X iснує така вiдкрита непорожня множина U1, що
U1 ⊆ U i ωf ({x} ∪ U1) < ε. Функцiя f : X × Y → Z називається симетрично квазiне-
перервною вiдносно x в точцi p0 = (x0, y0), якщо для довiльного ε > 0 i для довiльних
околiв U та V вiдповiдно точок x0 ∈ X та y0 ∈ Y iснують окiл U1 точки x0 в X i вiд-
крита непорожня множина V1 в Y , такi що U1 × V1 ⊆ U × V i ωf ({p0} ∪ (U1 × V1)) < ε.
Функцiя f є квазiнеперервною чи симетрично квазiнеперервною вiдносно x, якщо вона
є такою в кожнiй точцi.
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Функцiя f : X → Z називається клiковою в точцi x0, якщо для кожного ε > 0

i довiльного околу U точки x0 в X iснує така вiдкрита непорожня множина U1,
що U1 ⊆ U i ωf (U1) < ε, i просто клiковою, якщо вона є такою в кожнiй точ-
цi. Функцiя f : X × Y → Z називається симетрично клiковою вiдносно x в точцi
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , якщо для кожного ε > 0 i довiльних околiв U та V вiдповiдно
точок x0 ∈ X та y0 ∈ Y iснують окiл U1 точки x0 в X i вiдкрита непорожня множина
V1 в Y , такi що U1 × V1 ⊆ U × V i ω(U1 × V1) < ε. Функцiя f є симетрично клiковою
вiдносно x, якщо вона є такою в кожнiй точцi.

Для вiдображення f : X × Y → Z будемо розглядати вiдображення fx : Y → Z i
fy : X → Z, такi що fx(y) = fy(x) = f(x, y) для довiльних x ∈ X i y ∈ Y .

Умови симетричної квазiнеперервностi та клiковостi для функцiй вiд двох змiнних
дослiджувалися в працях багатьох математикiв. Так в [7] було встановлено, що функцiя
f : X × Y → Z, яка є клiковою вiдносно однiєї змiнної та квазiнеперервною вiдносно
другої, є клiковою за сукупнiстю змiнних. За тих самих умов на функцiю в [3] показано,
що в X iснує залишкова множина E, така що функцiя f симетрично квазiнеперервна
вiдносно x в кожнiй точцi множини E × Y , що для берiвського простору X гарантує
сукупну клiковiсть.

К. Беґель в [5] ввiв властивiсть функцiї визначеної на добутку паралелепiпедiв, яка
пiзнiше в [1] була перенесена на випадок довiльних топологiчних просторiв i названа
горизонтальною квазiнеперервнiстю. Вiдображення f : X × Y → Z називається гори-
зонтально квазiнеперервним, якщо для довiльної точки p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , для
довiльних околiв U , V i W точок x0, y0 i z0 = f(x0, y0) в просторах X, Y i Z вiдпо-
вiдно iснують вiдкрита непорожня множина U1 в X i точка y1 ∈ V , такi що U1 ⊆ U i
f(U1 × {y1}) ⊆ W . За допомогою цiєї властивостi в [1] вдалося покращити теореми про
точки сукупної неперервностi та квазiнеперервностi, замiнивши неперевнiсть чи вiдпо-
вiдно квазiнеперервнiсть вiдносно першої змiнної на горизонтальну квазiнеперервнiсть.

Насправдi в [1] при доведеннi теорем про точки сукупної неперервностi чи ква-
зiнеперервностi використовувалася дещо слабша умова на функцiї, нiж горизонталь-
на квазiнеперервнiсть, а саме слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть. Вiдображення
f : X × Y → Z називається слабко горизонтально квазiнеперервним, якщо для довiль-
них вiдкритих множин U i V вiдповiдно в X i Y та довiльної множини A ⊆ X, такої
що U ⊆ A виконується включення f(U × V ) ⊆ f(A× V ). В [4] було показано, що слаб-
ко горизонтально квазiнеперервна i квазiнеперервна вiдносно другої змiнної функцiя є
сукупно квазiнеперервною.

Зовсiм нещодавно в [6] Бузiад i Труаллiк, використовуючи поняття слабкої горизон-
тальної квазiнеперервностi, яке в них назване X-квазiнеперевнiстю знизу, встановили
наступний результат, який нижче подано в дещо спрощенiй формi.

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Z — метричний простiр, функцiя
f : X × Y → Z — слабко горизонтально квазiнеперервна. Тодi:

1) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi i fx — неперервна для всiх
x з деякої залишкової множини, то iснує залишкова в X множина A, така що функцiя
f — неперервна в кожнiй точцi множини A× Y ;
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2) якщо простiр Y має злiченну псевдобазу i fx — квазiнеперервна для всiх x з
деякої залишкової множини, то iснує залишкова в X множина A, така що функцiя f —
симетрично квазiнеперервна вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y ;

3) якщо простiр Y має злiченну псевдобазу i fx — клiкова для всiх x з деякої зали-
шкової множини, то iснує залишкова в X множина A, така що функцiя f — симетрично
клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

Ранiше в [2] було одержано слабшi умови на функцiю, нiж в першiй частинi теореми
1, при яких iснує залишкова в X множина A, така що функцiя f — неперервна в кожнiй
точцi множини A× Y . В цiй роботi ми покращимо теорему 1 для випадкiв 2) i 3).

Ми будемо казати, що функцiя f : X × Y → Z :
задовольняє умову (A), якщо для довiльної десь щiльної множини A в X i довiльної

вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують вiдкритi непорожнi множини U0 в X та
V0 в Y , такi що U0 ⊆ A, V0 ⊆ V i f(U0 × V0) ⊆ f((A× V );

задовольняє умову (B), якщо для кожного ε > 0, для довiльної множини B дру-
гої категорiї в X i довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують множина
B1 десь щiльна в X i функцiя g : B1 → V , такi що B1 ⊆ B i ωf (Gr(g)) < ε, де
Gr(g) = {(x, g(x)) ∈ X × Y : x ∈ B1} — графiк вiдображення g.

Очевидно, що з слабкої горизонтальної квазiнеперервностi функцiї f випливає умо-
ва (A). В [4] було встановлено, що для довiльних топологiчних просторiв X, Y i Z

вiдображення f : X × Y → Z — слабко горизонтально квазiнеперервне тодi i тiльки
тодi, коли для довiльної точки p = (x, y) i довiльних околiв U , V i W точок x, y i
z = f(p) в просторах X, Y i Z вiдповiдно iснують вiдкрита непорожня множина U1 в X

i вiдображення g : U1 → V , такi що U1 ⊆ U i f(Gr(g)) ⊆ W . Тому слабка горизонтальна
квазiнеперервнiсть гарантує виконання також i умови (B).

Умови (A) i (B) простiшi, нiж слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть. Це демон-
струє наступний приклад.

Приклад 1. Функцiя f : R× R → R, що визначена формулою

f(x, y) =

{
1, x = 0,

0, x 6= 0,

задовольняє умови (A) та (B), але не є слабко горизонтально квазiнеперервною.

1 Основнi результати

Для доведення основних результатiв нам потрiбна буде наступна лема.

Лема 1. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — метричний простiр з метрикою d,
V — вiдкрита непорожня множина в Y , функцiя f : X×Y → Z задовольняє умови (A),
(B) та B = {x ∈ X : ωfx(V ) < ε} — множина другої категорiї в X. Тодi iснують вiдкритi
непорожнi множини U0 в X i V0 в Y , такi що U0 ⊆ B, V0 ⊆ V i ωf (U0 × V0) ≤ 3ε.
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Доведення. Згiдно з умовою (B), iснують десь щiльна множина B1 в X i вiдображення
g : B1 → V , такi що ωf (Gr(g)) < ε. Покажемо, що ωf (B1 × V )) ≤ 3ε. Вiзьмемо точки
p = (x, y), q = (u, v) ∈ B1 × V . Тодi

d(f(p), f(q)) ≤ d(f(p), f(x, g(x))) + d(f(x, g(x)), f(u, g(u))) + d(f(u, g(u)), f(q)) < 3ε.

Отже, ωf (B1×V )) ≤ 3ε. Це означає, що множина f(B1×V ) мiститься в деякiй замкненiй
кулi радiуса 3ε.

Згiдно з умовою (A) iснують вiдкритi непорожнi множини U0 i V0 в просторах X

i Y вiдповiдно, такi що U0 ⊆ B1 ⊆ B, V0 ⊆ V i f(U0 × V0) ⊆ f(B1 × V ). Оскiльки
множина f(B1×V ) мiститься у деякiй замкненiй кулi радiуса 3ε, то i множина f(B1 × V )

мiститься у цiй же замкненiй кулi. Тодi множина f(U0 × V0) теж мiститься у замкненiй
кулi радiуса 3ε. Це означає, що ωf (U0 × V0) ≤ 3ε.

Наступна теорема покращує теорему 1 для випадку симетричної квазiнеперервностi.

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z —
метричний простiр з метрикою d, функцiя f : X × Y → Z задовольняє умови (A) та
(B) i fx — квазiнеперервна для всiх x з деякої залишкової множини M в X. Тодi iснує
залишкова в X множина A, така що функцiя f — симетрично квазiнеперервна вiдносно
x в кожнiй точцi множини A× Y .

Доведення. Припустимо, що iснує множина E0 другої категорiї в X, така що для кожної
точки x ∈ E0 iснує точка yx ∈ Y , така що f не є симетрично квазiнеперервною вiдносно
x в точцi px = (x, yx). Тодi для кожної точки x ∈ E0 iснують число εx > 0, окiл U(x)

точки x в X i окiл V (x) точки yx в Y , такi що для довiльного околу U точки x i довiльної
вiдкритої непорожньої множини V , що U ⊆ U(x), V ⊆ V (x), маємо ωf ({px}∪(U×V )) ≥
εx.

Нехай {Vn : n ∈ N} — псевдобаза простору Y . Позначимо через E1 = E0∩M множину
другої категорiї в X. Для номерiв n та m розглянемо множини

En,m = {x ∈ E1 :
1
m

< εx
4
, Vn ⊆ V (x), ωfx({yx} ∪ Vn) <

1
m
}.

Оскiльки функцiя fx — квазiнеперервна для всiх x ∈ E1, то E1 =
∞⋃

n,m=1

En,m. Тодi

iснують номери n0 i m0, такi що множина E = En0,m0 ⊆ E1 є множиною другої категорiї
в X. Згiдно з лемою 1 iснують вiдкритi непорожнi множини U0 в X та V0 в Y , такi що
U0 ⊆ E, V0 ⊆ Vn0 i ωf (U0 × V0) ≤ 3

m
.

Вiзьмемо довiльну точку x ∈ U0 ∩ E ⊆ E0. Тодi множина U = U0 ∩ U(x) ⊆ U(x) —
окiл точки x, V = V0 ⊆ Vn0 ⊆ V (x), i покажемо, що ωf ({px} ∪ (U × V )) ≤ 4

m
. Справдi,

ωf (U × V ) ≤ ωf (U0 × V0) ≤ 3
m

. Вiзьмемо p = (u, v) ∈ U × V . Тодi

d(f(px), f(p)) ≤ d(f(p), f(x, v))) + d(f(x, v)), f(p)) <
1

m
+

3

m
=

4

m
.

Це i означає, що ωf ({px} ∪ (U × V )) ≤ 4
m

< εx. Оскiльки x ∈ E0, то ми одержали
суперечнiсть.
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Наступний результат покращує теорему 1 у випадку симетричної клiковостi.

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z —
метричний простiр, функцiя f : X×Y → Z задовольняє умови (A) та (B) i fx — клiкова
для всiх x з деякої залишкової множини M в X. Тодi iснує залишкова в X множина A,
така що функцiя f — симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

Доведення. Припустимо, що iснує множина E0 другої категорiї в X, така що для кожної
точки x ∈ E0 iснує точка yx ∈ Y , така що f не є симетрично клiковою вiдносно x в точцi
px = (x, yx). Тодi для кожної точки x ∈ E0 iснують число εx > 0, окiл U(x) точки x в X

i окiл V (x) точки yx в Y , такi що для довiльного околу U точки x i довiльної вiдкритої
непорожньої множини V , таких що U ⊆ U(x), V ⊆ V (x) маємо ωf (U × V ) ≥ εx.

Нехай {Vn : n ∈ N} — псевдобаза простору Y . Позначимо через E1 = E0∩M множину
другої категорiї в X. Для номерiв n та m розглянемо множини

En,m = {x ∈ E1 :
1
m

< εx
3
, Vn ⊆ V (x), ωfx(Vn) <

1
m
}.

Оскiльки функцiя fx — клiкова для всiх x ∈ E1, то E1 =
∞⋃

n,m=1

En,m. Тодi iснують номери

n0 i m0, такi що множина E = En0,m0 ⊆ E1 є множиною другої категорiї в X. Згiдно
з лемою 1, iснують вiдкритi непорожнi множини U0 в X та V0 в Y , такi що U0 ⊆ E,
V0 ⊆ Vn0 i ωf (U0 × V0) ≤ 3

m
.

Тодi для довiльної точки x ∈ U0 ∩E ⊆ E0 маємо, що U = U0 ∩ U(x) — окiл точки x,
V = V0 ⊆ Vn0 ⊆ V (x) i ωf (U × V ) ≤ 3

m
< 3 · εx

3
= εx. Одержали суперечнiсть.

2 Деякi наслiдки

В цьому пунктi ми покажемо, що умова (B) завжди виконується для довiльної функ-
цiї зi значеннями у метризовному сепарабельному просторi i переформулюємо теореми
2 i 3 для функцiй в таких просторах.

Лема 2. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — метризовний сепарабельний простiр,
f : X × Y → Z — функцiя. Тодi функцiя f задовольняє умову (B).

Доведення. Зафiксуємо метрику на просторi Z, яка породжує його топологiю. Вiзьмемо
довiльну вiдкриту непорожню множину V в Y i довiльну точку a ∈ V . Для кожного
ε > 0 в просторi Z iснує злiченна ε-сiтка. Тодi для довiльної множини B другої категорiї
в X iснує десь щiльна множина B1 ⊆ B, така що ωfa(B1) < ε. Тому в ролi функцiї
g : B1 → V досить взяти g(x) = a для x ∈ B1.

Як наслiдки з теорем 2 i 3 одержуємо два наступнi результати.

Наслiдок 1. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z
— метризовний сепарабельний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє умову
(A) i fx — квазiнеперервна для всiх x з деякої залишкової множини M в X. Тодi iснує
залишкова в X множина A, така що функцiя f симетрично квазiнеперервна вiдносно x

в кожнiй точцi множини A× Y .
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Наслiдок 2. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z
— метризовний сепарабельний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє умову (A)
i fx — клiкова для всiх x з деякої залишкової множини M в X. Тодi iснує залишкова
в X множина A, така що функцiя f — симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi
множини A× Y .
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Установлено достаточные условия, при которых для функции f : X × Y → Z суще-
ствует остаточноев X множество A, такое, что функция f симетрично квазинепрерывная
/кликовая/ относительно x в каждой точке множества A× Y .


