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В роботi вивчаються точнi трикутнi зображення силовських p-пiдгруп симетричних
груп Spn , n ∈ N – груп Калужнiна. Зокрема, ми описуємо матричнi образи системи твiрних
цих груп. Розглядаються зображення iндуктивної границi p-груп Калужнiна P̂p в групi
унiтрикутних нескiнченновимiрних матриць та матричнi образи (нескiнченної) системи
твiрних групи P̂p цього зображення.

Вступ

В роботi [4] було вперше встановлено точне унiтрикутне зображення силовських p-
пiдгруп Pp,n симетричних груп Spn+1 степеня pn+1 над полем iз p елементiв. Група Pp,n

є добре вiдомою групою Калужнiна (див. [1]), яка iзоморфна n-кратному вiнцевому
добутку циклiчних груп Zp. Бiльш точно, послiдовнiсть груп Калужнiна може бути
визначена рекурентно: Pp,0 = Zp, та Pp,n = Pp,n−1 o Zp, при n > 0.

Нехай UTm(p) — група нижнiх унiтрикутних матриць (нижнiх трикутних матриць з
одиницями на головнiй дiагоналi) над полем iз p елементiв. Має мiсце наступна теорема.

Теорема ([4]). Для кожного n ≥ 0 iснує точне зображення

fp,n : Pp,n → UTm(p),

причому m = pn + 1 є найменшим можливим числом з цiєю властивiстю.

Метою нашої роботи є бiльш детальне вивчення зображень fp,n. Зокрема, ми опи-
суємо образи твiрних груп Pp,n у матричному виглядi. Зауважимо, що випадок p = 2

розглядався в роботах [3] та [5].

2000 Mathematics Subject Classification: 20C11, 20E22, 20H30.
Ключовi слова i фрази: група Калужнiна, трикутне зображення, iндуктивна границя, шаблон матрицi.
Робота виконана за пiдтримки ДФФД, договiр № Ф40.1/009

c©Леонов Ю.Г., 2011



Точнi трикутнi зображення p-груп Калужнiна над полем iз p елементiв 109

1 Трикутнi зображення груп Pp,n

Побудуємо зображення, про яке було вказано в роботi [4]. Розглянемо групу Pp,n.
Згiдно [2], кожний елемент y ∈ Pp,n може бути представлений у виглядi таблицi

y = [y0, . . . , yk(t1, . . . , tk), . . . , yn(t1, . . . , tn)],

де на k-тому мiсцi (k = 0, 1, . . . , n) розташований полiном yk(t1, . . . , tk), який є пред-
ставником мiнiмального степеня класiв решт кiльця полiномiв Zp[t1, . . . , tk] за модулем
iдеалу, породженого полiномами виду tp1 − t1, . . . , t

p
n − tn. Такi полiноми називатимемо

редукованими. Кожен моном кiльця редукованих полiномiв Zp[t1, . . . , tk] має вигляд
α · tb11 · · · tbnn , де α, b1, . . . , bn ∈ Zp. Висотою монома назвемо число

h(α · tb11 · · · tbnn ) = 1 +
n∑

s=1

bs · ps−1.

Моном висоти j з коефiцiєнтом α = 1 позначимо t(j). Кожний полiном кiльця редукова-
них полiномiв Zp[t1, . . . , tk] може бути однозначно представлений у виглядi суми мономiв
попарно рiзних висот наступним чином:

yk(t1, . . . , tk) =

pk∑
j=1

yk,jt(j), (1)

де t(j) – моном висоти j, t(1) = 1, yk,j ∈ Zp. Висотою полiнома yk назвемо найбiльшу з
висот мономiв в сумi (1) з ненульовим коефiцiєнтом.

Для побудови точного трикутного зображення групи Pp,n над полем iз p елементiв
вкажемо мономорфiзм групи Pp,n в групу нижнiх трикутних матриць UTpn+1(p) за ана-
логiєю з роботою [3]. Означимо дiю таблицi y ∈ Pp,n на полiном g висоти j. Для даних
n i g складемо таблицю елемента ḡ у вiнцевому добутку наступним чином. Першi n
координат таблицi оберемо нульовими, а останню координату вiзьмемо рiвною g. Легко
бачити, що означення коректне i ḡ ∈ P2,n. Розглянемо елемент ḡy = y−1 · ḡ · y. Усi коор-
динати його таблицi нульовi, крiм, можливо, останньої. Полiном, який розташовано на
останнiй координатi, позначимо як gy. Iз означення видно, що висоти полiномiв h(g) i
h(gy) збiгаються. Будемо казати, що полiном gy отримується дiєю елемента y на g.

Визначимо вiдображення fp,n : Pp,n → UTpn+1(p) таким чином. Висота полiнома на
останнiй координатi таблицi y ∈ Pp,n обмежена числом pn. Розглянемо мономи t(k) висот
k = 1, 2, . . . , pn + 1 i полiноми

t(k)y =
k∑

j=1

uk,j · t(j).

Вiзьмемо квадратну матрицю U = U(y) розмiрностi pn + 1, визначену умовою

U(y)k,j =

{
0, k < j,

uk,j, k ≥ j.
(2)

З цього означення видно, що U(y)i,i = ui,i = 1 для кожної таблицi y. Вiдображення fp,n
за теоремою 1 визначається рiвнiстю fp,n(y) = U(y).
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2 Матричнi образи твiрних групи Pp,n

Розглянемо групу Pp,n для деякого n ≥ 0 та її вiдому (див. напр. [6]) систему твiрних

ξi,n = [0, . . . , 0, tp−1
1 · · · tp−1

i , 0, . . . , 0],

0 ≤ i ≤ n. В цiй системi кожна таблиця є послiдовнiстю iз нульових полiномiв за
винятком i-ої координати, висота якої дорiвнює pi, 0 ≤ i ≤ n.

Опишемо образи fp,n(ξi,n) цих твiрних. Для цього доцiльно розглянути номер рядка,
або стовпця матрицi, використовуючи його p-адичний розклад. А саме, для натураль-
ного k ≤ pn − 1, розглянемо послiдовнiсть елементiв множини {0, 1, . . . , p− 1} довжини
n: k|np = kn . . . k1, яка задовольняє умову

k =
n∑

s=1

ks · ps−1

(iндексацiя послiдовностi починається з одиницi та ведеться справа налiво). Зрозумiло,
що t(k + 1) = tk11 · · · tknn . Нижче будемо розглядати бiномiальнi коефiцiєнти

(
z1
z2

)
, z1 ≥

z2 ≥ 0 за модулем p. Будемо вважати також,
(
z1
z2

)
= 0, при z1 < z2.

Лема 1. Нехай Ξi,n = fp,n(ξi,n) ∈ UTpn+1(p), 0 ≤ i < n. Тодi, для числа k, 1 ≤ k ≤ pn,
що задовольняє умову (k − 1)|np = kn . . . k1, виконуються наступнi рiвностi:
1. (Ξi,n)k,k = 1.
2. (Ξi,n)k,j =

(
ki+1

u

)
, якщо ki+1 6= 0, та j задовольняє умову

(j − 1)|np = kn . . . ki+2u(ki − 1) . . . (k1 − 1)

(сумування елементiв послiдовностi здiйснюється за модулем p), 0 ≤ u ≤ p− 1.
3. (Ξi,n)k,j = 0 в iнших випадках.

Доведення. Нехай Ξi,n ∈ UTpn+1(p), та k ∈ N задовольняють умови леми. Перший пункт
леми є очевидним тому що вiн випливає з означення зображення. Для доведення п.2
i п.3 розглянемо t(k)ξi,n , та отримаємо потрiбний вигляд k-ого рядка матрицi Ξi,n за
означенням зображення fp,n. Маємо,

t(k)ξi,n = tk11 · · · tkii (ti+1 + tp−1
1 · · · tp−1

i )ki+1t
ki+2

i+2 · · · tknn .

Зауважимо, що

(ti+1 + tp−1
1 · · · tp−1

i )ki+1 = t
ki+1

i+1 +

ki+1−1∑
u=0

(
ki+1

u

)
tui+1(t

p−1
1 · · · tp−1

i )ki+1−u.

Крiм того, (tp−1
i )s = tp−1

i , для 1 ≤ i ≤ p та 0 < s ≤ p − 1. Звiдси отримуємо, що
коефiцiєнт при мономi tp−1+k1

1 · · · tp−1+ki
i tui+1t

ki+2

i+2 · · · tknn полiнома t(k)ξi,n дорiвнює
(
ki+1

u

)
i,

таким чином, виконується пункт 2 твердження леми. Оскiльки в полiномi t(k)ξi,n iнших
доданкiв немає, то i коефiцiєнти при iнших мономах є нульовими, звiдки випливає, що
в вiдповiдних стовпцях матрицi Ξi,n k-ого рядка стоять нулi. Лему доведено.
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Окремий випадок зображення твiрного ξn,n видiлимо в наступну лему.

Лема 2. Нехай Ξn,n = fp,n(ξn,n) ∈ UTpn+1(p). Тодi,

(Ξn,n)k,j =


1, k = j,

1, k = j + 1 = pn + 1,

0, в iнших випадках,

для усiх 1 ≤ k, j ≤ pn + 1.

Доведення не важко провести за аналогiєю з доведенням леми 1.

3 Матричнi образи твiрних iндуктивної границi груп Pp,n

Побудуємо iндуктивну границю P̂p = ∪∞
n=0Pp,n груп Pp,n. Кожен елемент цiєї групи

можна розглядати у виглядi нескiнченної послiдовностi редукованих многочленiв y =

[y0, y1(t1), y2(t1, t2), . . . ] за аналогiєю iз скiнченними таблицями Калужнiна. При цьому,
кожна таблиця складається з нульових полiномiв, починаючи з деякого мiсця в послi-
довностi.

З означення добутку таблиць iз вiнцевого добутку Pp,n випливає, що полiном t(j)y,
1 ≤ j ≤ pn, не залежить вiд фiксованого числа n. Розглянемо при n > m гомоморфiзм
τ̃n,m : Pp,n → Pp,m, який видаляє зайвi координати в кiнцi таблицi, та гомоморфiзм
τn,m : Pp,n → Pp,m, який дописує (в кiнцi послiдовностi) необхiднi нульовi координати при
n < m. Дiю y ∈ Pp,n на t(j) можна розглянути у вiнцевому добутку Pp,m, m = [logp(j+1)],
поклавши

t(j)y =

{
t(j)τ̃n,m(y), n > m,

t(j)τn,m(y), n < m.

Нехай,
τn = lim

m→∞
m>n

τn,m : Pp,n → P̂p.

З означення вiдображень τn,m випливає, що τm(ξn,m) = τn(ξn,n) для всiх m > n, n,m ∈ N.
Крiм того, система твiрних групи P̂p може бути вибраною у виглядi множини

{ξn = τn(ξn,n) , n = 0, 1, . . . }.

Сказане вище дозволяє зробити висновок, що система мономорфiзмiв

fp,n : Pp,n → UTpn+1(p), n ∈ N

визначає мономорфiзм
f̂p : P̂p → UT (p),

де UT (p) — група нескiнченновимiрних унiтрикутних матриць над полем iз p елементiв.
Вiдмiтимо, що для довiльної таблицi y ∈ P̂p матриця U = f̂p(y) визначається також за
допомогою формули (2) з врахуванням розширеного означення дiї y на t(j).

Таким чином, має сенс розглянути образи твiрних групи P̂p в групi UT (p). Для цього
використаємо мову шаблонiв, яка була вперше розроблена в роботi [3] для p = 2.
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Нехай M(p) — множина матриць над кiльцем Zp, рядки та стовпцi яких iндексуються
натуральними числами, з нульовими елементами над головною дiагоналлю. Зрозумiло,
що UT (p) ⊂ M(p). Розглянемо також пiдмножину M0(p) множини M(p), яка склада-
ється iз усiх матриць з нульовою головною дiагоналлю. На множинi M(p) природним
чином визначена операцiя добутку матриць.

Для деякого натурального n, розглянемо множину SHn(p) квадратних матриць роз-
мiрностi n, елементи яких є, у свою чергу, матрицями. А саме, множина SHn(p) скла-
дається з усiх матриць U з елементами, якi задовольняють умови включення:

Ui,j ∈


UT (p), i = j,

M0(p), i < j,

M(p), i > j.

(3)

Введемо на множинi SHn(p) стандартну операцiю добутку матриць розмiрностi n. Для
зручностi, будемо починати нумерацiю рядкiв та стовпцiв матриць множини SHn(p) з
нуля. Головним для нас є наступне

Твердження ([3]). Множина SHn(p) iз стандартною операцiєю добутку матриць роз-
мiрностi n є групою, яка iзоморфна групi UT (p).

Найбiльш природний iзоморфiзм shn : UT (p) → SHn(p) задається наступним чи-
ном. Для матрицi u = (uk,j)1≤k,j<∞ ∈ UT (p) матриця Ui,s = shn(u)i,s має таке означення:

(Ui,s)k,j = ui+(k−1)n+1,s+(j−1)n+1, 0 ≤ i, s ≤ n− 1.

Матрицю U = shn(u) будемо називати шаблоном матрицi u розмiрностi n. Нехай E

та 0 – вiдповiдно одинична та нульова матрицi множини M(p).
За допомогою шаблонiв отримуємо повний опис образiв твiрних елементiв групи P̂p

в групi матриць UT (p) в наступнiй теоремi.

Теорема 1. Нехай Ξi = f̂p(ξi), i ≥ 0, Mi = shpi+1(Ξi) – шаблон розмiрностi pi+1. Тодi,
для рядка з номером k, 0 ≤ k ≤ pi+1 − 1, з кодом k|i+1

p = ki+1ki . . . k1 маємо наступнi
значення елементiв матрицi-шаблона:
1. (Mi)k,k = E;
2. (Mi)k,j =

(
ki+1

u

)
· E, для стовпця j з кодом j|i+1

p = u(ki − 1) . . . (k1 − 1), 0 ≤ u < ki+1;

3. (Mi)k,j = 0, в iнших випадках.

Доведення. Твердження теореми є наслiдком леми 1. Дiйсно, для i ≥ 0 розглянемо
матрицю Ξi,i+1 = fp,i+1(ξi,i+1). Елемент матрицi (Ξi,i+1)k,j, 1 ≤ j ≤ k ≤ pi+1 є коефiцiєн-
том при одночленi t(j) в розкладi полiнома t(k)ξi,i+1 . При k ≤ pi, очевидно, t(k)ξi,i+1 =

t(k). Нехай, pi + 1 ≤ k ≤ pi+1 i (k − 1)|i+1
p = ki+1ki . . . k1. Ясно, що ki+1 6= 0. За лемою 1

(Ξi,i+1)k,j=
(
ki+1

u

)
, якщо номер стовпця j задовольняє умову (j−1)|i+1

p =u(ki−1). . .(k1−1),
0 ≤ u < ki+1. В iнших випадках, (Ξi,i+1)k,j = 0, при k 6= j i (Ξi,i+1)k,k = 1.

Розглянемо тепер матрицю Ξi,n = fp,n(ξi,n), n > i + 1 розмiрностi pn + 1. В силу
узгодженостi вiдображень fp,i+1 i fp,n (внаслiдок означень) головний мiнор розмiрностi
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pi+1 + 1 матрицi Ξi,n збiгається з матрицею Ξi,i+1. Отже, для вищеописаних k i j вико-
нується рiвнiсть (Ξi)k,j = (Ξi,n)k,j =

(
ki+1

u

)
.

Продовжуючи цi мiркування для довiльного n, та використовуючи доведення леми
1, бачимо, що рiвнiсть (Ξi)k′,j′ =

(
ki+1

u

)
є справедливою, для довiльного натурального l i

k′ = k + pi+1l, j′ = j + pi+1l. Для пар чисел (k′, j′), якi не задовольняють вищенаписанi
рiвностi для пари (k, j) з кодами iз умови леми 1, маємо (Ξi)k′,j′ = 0, при k′ 6= j′ i
(Ξi)k′,k′ = 1. Це означає, що для пар (k, j) iз умови леми 1, виконується (Mi)k−1,j−1 =(
ki+1

u

)
· E (нагадаємо, що нумерацiя елементiв в матрицi-шаблонi починається з нуля).

З вищеозначених мiркувань випливає також рiвнiсть (Mi)k−1,k−1 = E, а iншi елементи
матрицi-шаблону є нульовими матрицями. Теорему доведено.
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The faithful triangular representations of finite Kaloujnine p-groups is studied. Images of

generators of those groups are described. Infinite-dimensional representation of the direct limit

of Kaloujnine p-groups is regarded.

Леонов Ю.Г. Точные треугольные представления p-групп Калужнина над полем из p

элементов // Карпатские математические публикации. — 2011. — Т.3, №2. — C. 108–113.

В работе изучаются точные треугольные представления p-подгрупп симметрических
групп Spn , n ∈ N – групп Калужнина. Описываются матричные образы системы поро-
ждающих этих групп. Рассматриваются представления индуктивного предела p-групп
Калужнина P̂p в группе унитреугольных бесконечномерных матриц и матричные образы
(неограниченной) системы образующих группы P̂p этого представления.


