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Розглядаються застосування парафункцiй трикутних матриць до вiдшукання числа
компонент зв’язностi графiв.

Розглянемо множину неорiєнтованих графiв G{V,R}, де |V | = n — кiлькiсть вершин
графа [5].

Вершини графа можна довiльним чином пронумерувати вiд 1 до n i кожному такому
графу поставити у вiдповiднiсть трикутну матрицю сумiжностi A = [ai,j]16j6i6n, у якiй

ai,j =

{
1, якщо (i, j) ∈ R,
0, якщо (i, j) /∈ R.

i, j = 1, 2, . . . , n.

Це буде трикутна (0, 1)-матриця n-го порядку [3], всi елементи дiагоналi якої дорiв-
нюють одиницi [2].

Означення 1. Для трикутної матрицi A матрицю (A−λE), де E одинична матриця, а λ
— деякий параметр, назвемо характеристичною матрицею, тобто A−λE = (bi,j)16j6i6n,
де bi,i = 1− λ, bi,j = ai,j, i, j = 1, 2, . . . , n.

Характеристичнiй матрицi (A−λE) поставимо у вiдповiднiсть два характеристичнi
полiноми

ϕ(λ) = ddet(A− λE),

ψ(λ) = pper(A− λE)

Означення 2. Значення параметра λ, при якому полiноми ϕ(λ) та ψ(λ) приймають
значення 0, називається власними значеннями трикутної матрицi.

Твердження 1. Якщо λ0 — власне значення полiнома ϕ(λ), то 2 − λ0 є власним зна-
ченням полiнома ψ(λ) i навпаки.
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Доведення. Використовуючи теорему про зв’язок парадетермiнанта iз параперманен-
том, характеристичнi полiноми ϕ(λ) та ψ(λ) можна записати вiдповiдно у такому виг-
лядi:

ϕ(λ) = U1(1− λ) + U2(1− λ)2 + . . .+ Un(1− λ)n,

ψ(λ) = (−1)n−1U1(1− λ) + (−1)n−2U2(1− λ)2 + . . .+ Un(1− λ)n,

де Ui ∈ N, i = 1, 2, . . . , n.

Зробивши у останнiх рiвняннях вiдповiдно замiни t = 1 − λ i k = λ − 1 , одержимо
вiдповiдно рiвняння:

U1t+ U2t
2 + . . .+ Unt

n = 0, (1)

(−1)n−1U1k + (−1)n−2U2k
2 + . . .+ Unk

n = 0. (2)

якi, очевидно, спiвпадають. Отже, згiдно iз зробленими пiдстановками, якщо λ0 власне
значення полiнома ϕ(λ), то 2− λ0 — власне значення полiнома ψ(λ) i навпаки.

Наслiдок 1. Кратностi коренiв характеристичних рiвнянь ddet(A−λE) = 0 i pper(A−
λE) = 0 спiвпадають.

Для довiльного графа G можна знайти його транзитивне замикання — GT . Операцiя
транзитивного замикання не змiнює кiлькiсть компонент графа [4]. Для утвореного
графа GT побудуємо канонiчну матрицю A.

Канонiчна матриця A є блоково-дiагональною [2] i матиме такий вигляд:

A =


At1

0 At2
...

... . . .
0 0 · · · Atk


n

,

де

Ati =


1

1 1
...

... . . .
1 1 · · · 1


ti

,

i = 1, 2, . . . , k для графа GT , який складається k компонент.
Для трикутної матрицi A канонiчного вигляду транзитивно замкненого графа GT

можна обчислити характеристичнi полiноми ϕ(λ), ψ(σ). Це будуть многочлени степеня
deg(ϕ(λ)) = deg(ψ(σ)) = n, де n – порядок матрицi A та кiлькiсть вершин графа GT .

Розглянемо два графи GT
1 та GT

2 , якi є транзитивними замиканнями вiдповiдно гра-
фiв G1 та G2 [1]. Кожному графу Gi (i = 1, 2) вiдповiдає канонiчна матриця Ai та два
характеристичнi многочлени ϕi(λ) та ψi(σ). Для них виконується наступна теорема.

Теорема 1. Якщо число компонент графiв GT
1 та GT

2 спiвпадає, то їхнi характеристичнi
многочлени спiвпадають:

ϕ1(λ) = ϕ2(λ), (3)

ψ1(σ) = ψ2(σ). (4)
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Доведення. Нехай матрицi A1 i A2 мають такий вигляд:

A1 =


At1

0 At2
...

... . . .
0 0 · · · Atk


n

,

A2 =


Ap1

0 Ap2
...

... . . .
0 0 · · · Apk


n

,

де

Ati =


1

1 1
...

... . . .
1 1 · · · 1


ti

, Api =


1

1 1
...

... . . .
1 1 · · · 1


pi

, i = 1, 2, . . . , k.

Причому
k∑

i=1

ti =
k∑

i=1

pi = n.

Позаяк матрицi A1 i A2 є блоково-дiагональними, то їхнi парафункцiї можна запи-
сати у виглядi [2]:

pperA1 = pperAt1 · . . . · pperAtk ,

ddetA1 = ddetAt1 · . . . · ddetAtk ,

pperA2 = pperAp1 · . . . · pperApk ,

ddetA2 = ddetAp1 · . . . · ddetApk .

Отже, для характеристичних полiномiв матрицi A1 матимемо рiвностi

ϕ1(λ) = pper(A1 − λE) = pper(At1 − λE) · . . . · pper(Atk − λE), (5)

ψ1(σ) = ddet(A1 − σE) = ddet(At1 − σE) · . . . · ddet(Atk − σE). (6)

Вiдповiдно для матрицi A2 :

ϕ2(λ) = pper(A2 − λE) = pper(Ap1 − λE) · . . . · pper(Apk − λE), (7)

ψ2(σ) = ddet(A2 − σE) = ddet(Ap1 − σE) · . . . · ddet(Apk − σE). (8)

Розглянемо довiльну характеристичну матрицю Ati − λE.

Ati − λE =


1− λ

1 1− λ
...

... . . .
1 1 · · · 1− λ


ti
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i знайдемо значення її парафункцiй:

pper(Ati − λE)

= C0
ti−1(1−λ)+C1

ti−1(1−λ)2+C2
ti−1(1−λ)3+ . . .+Cti−1

ti−1(1−λ)ti = (1−λ)(2−λ)ti−1, (9)

ddet(Ati − σE)

= (−1)ti−1C0
ti−1(1−σ)+(−1)ti−2C1

ti−1(1−σ)2+(−1)ti−3C2
ti−1(1−σ)3+. . .+(−1)0Cti−1

ti−1(1−σ)ti

= (1− σ)((1− σ)− 1)ti−1 = (1− σ)((−σ)ti−1. (10)

Використавши рiвнiсть (9), перепишемо рiвностi (5) i (7) у виглядi:

ϕ1(λ) = (1− λ)(2− λ)t1−1 · (1− λ)(2− λ)t2−1 · . . . · (1− λ)(2− λ)tk−1

= (1− λ)k(2− λ)t1+t2+...+tk−k = (1− λ)k(2− λ)n−k

ϕ2(λ) = (1− λ)(2− λ)p1−1 · (1− λ)(2− λ)p2−1 · . . . · (1− λ)(2− λ)pk−1

= (1− λ)k(2− λ)p1+p2+...+pk−k = (1− λ)k(2− λ)n−k.

Отже, ϕ1(λ) = ϕ2(λ).

А для (6) i (8) використаємо (10) .

ψ1(σ) = (1− σ)(−σ)t1−1 · (1− σ)(−σ)t2−1 · . . . · (1− σ)(−σ)tk−1

= (1− σ)k(−σ)t1+t2+...+tk−k = (1− σ)k(−σ)n−k,

ψ2(σ) = (1− σ)(−σ)p1−1 · (1− σ)(−σ)p2−1 · . . . · (1− σ)(−σ)pk−1

= (1− σ)k(−σ)p1+p2+...+pk−k = (1− σ)k(−σ)n−k,

Тобто ψ1(σ) = ψ2(σ). Отже, рiвностi (3) i (4) виконуються.

Наслiдок 2. 1. Знаючи кiлькiсть компонент для матрицi A транзитивно замкненого
графа G, можна знайти значення парафункцiй за формулами

pperA = ϕ(0) = (1− 0)k(2− 0)n−k = 2n−k,

ddetA = ψ(0) = (1− 0)k0n−k = 0

2. Власне значення λ0 = σ0 = 1 для многочленiв ϕλ) та ψ(σ) вiдповiдно має крат-
нiсть, що дорiвнює кiлькостi компонент графа G.

Це випливає з рiвностей

ϕλ) = (1− λ)k(2− λ)n−k, (11)

ψ(σ) = (1− σ)k(−σ)n−k. (12)
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3. Cума коефiцiєнтiв бiля λn−1 та σn−1 у характеристичних многочленах ϕλ) та ψ(σ)
не залежить вiд кiлькостi компонент k i дорiвнює (−1)n−1 · 2n.

Доведення. Знайдемо коефiцiєнти бiля λn−1 та σn−1 у характеристичних много-
членах (11) та (12).

ϕλ) = (1 − λ)k(2 − λ)n−k = (1 + . . . + (−1)k−1Ck−1
k λk−1 + (−1)kλk) · (2k + . . . +

(−1)n−k−1 ·2Cn−k−1
n−k λn−k−1+(−1)n−kλn−k = (1+ . . .+(−1)k−1kλk−1+(−1)kλk) · (2k+

. . .+ (−1)n−k−1 · 2n− kλn−k−1 + (−1)n−kλn−k),

ψ(σ) = (1− σ)k(−σ)n−k = (1 + . . .+ (−1)k−1kσk−1 + (−1)kσk) · (−σ)n−k.

Тодi коефiцiєнти бiля λn−1 матимуть вигляд (−1)k−1 ·k ·(−1)k ·2·(−1)n−k−1(n−k) =
(−1)n−1(2n− k). А бiля σn−1 : (−1)k−1 · (−1)n−k = (−1)n−1 · k.

Додавши отриманi значення, одержимо, що їх сума дорiвнює (−1)n−1 · 2n.

4. Кiлькiсть компонент k графа GT дорiвнює модулю коефiцiєнта бiля σn−1 в харак-
теристичному многочленi ψ(σ) : |(−1)n−1 · k| = k.

5. Сума власних значень характеристичного многочлена ψ(σ) дорiвнює кiлькостi
компонент k.

Доведення. Нехай вiдомi власнi значення σ1, σ2, . . . , σn За теоремою Вiєта їхня
сума дорiвнює вiдношенню −an−1

an
, де an−1, an– коефiцiєнти вiдповiдно бiля σn−1 та

σn. Отже, σ1 + σ2 + . . .+ σn = −σn−1

σn = k. .

Теорема 2. Для ∀k ∈ N, де 1 6 k 6 2n, iснує трикутна (0, 1)-матриця A (n + 1)-го
порядку, для якої pperA = k.

Доведення. Довiльне натуральне число можна однозначно подати у виглядi суми рiзних
степенiв числа 2, тобто у виглядi: k = 2m1 + 2m2 + . . .+ 2mp , де m1 < m2 < . . . < mp.

За числами m1,m2, . . . ,mp будуємо трикутну матрицю A (n+ 1)-го порядку:

n−m1 рядок –

n−m2 рядок –

n−mp рядок –



1

. . .
. . .

0 . . . 1

0 . . . 0 1

0 . . . 0 0 1

. . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 . . . 0 1 1 . . . 1

0 . . . 0 0 1 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 . . . 0 1 1 . . . 1 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

0 . . . 0 0 1 . . . 1 1 . . . 1 . . . 1


n+1
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В данiй матрицi A на дiагоналi завжди стоять одиницi. Злiва вiд (n−m1)-го стовпця
на всiх мiсцях стоять нулi, а справа – одиницi. А у (n−m1)-му стовпцi одиницi стоять
тiльки в (n−mi)-их рядках, де i = 1, 2, . . . , p.

Знайдемо значення pperA за елементами вписаної таблицi T (n−m1.) Але оскiльки
в нiй всi стовпцi, крiм (n−m1)-го нульовi, то отримаємо:

pperA =
n+1∑

r=n−m1

{ar,n−m1} · Pr,n−m1 =

p∑
i=1

{an−mi,n−m1} · Pn−mi,n−m1 .

Факторiальний добуток {an−mi,n−m1} = 1, для ∀i = 1, 2, . . . , p. А алгебраїчнi допов-
нення дорiвнюють

Pn−mi,n−m1 = pper(Pn−m1−1,1) · pper(Pn+1,n−mi+1)

=


1

0 1
...

... . . .
0 0 · · · 1


n−m1−1

·


1

1 1
...

... . . .
1 1 · · · 1


mi+1

= 1 · 2mi .

Отже,

pperA =

p∑
i=1

2mi .

А це i є двiйковим розкладом числа k.

Приклад 1. Побудуємо трикутну матрицю A 7-го порядку, для якої pperA = 21.

Для цiєї матрицi n = 7− 1 = 6. Запишемо двiйковий розклад числа

21 = 24 + 22 + 20.

Тодi матриця

A =



1

0 1

0 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1 1

0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1


i буде шуканою.
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