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Розглянуто крайову задачу для напiвлiнiйної гiперболiчної системи в секторi, причому
частина рiвнянь системи має горизонтальнi характеристики. За допомогою методу харак-
теристик i принципу стискуючих вiдображень встановлено умови iснування та єдиностi
глобального узагальненого неперервного розв’язку задачi.

Вступ

Дослiдженню початково-крайових задач для лiнiйних одновимiрних гiперболiчних
рiвнянь i систем присвячено багато лiтеретурних джерел, де використано рiзноманiтнi
методи дослiджень (методи спецiальних розвинень, iнтегральних перетворень, набли-
женi методи тощо). Складнiшими для дослiджень є нелiнiйнi задачi, зокрема задачi
для напiвлiнiйних та квазiлiнiйних систем, чи задачi з нелiнiйними крайовими умовами,
для яких характерною є проблема неiснування неперервного розв’язку для "великих" t
[3]. Зазначимо також, що традицiйно розглядаються гiперболiчнi системи, яким вiдпо-
вiдають характеристики, що є функцiями часу, проте важчим для вивчення є випадок,
коли характеристичнi лiнiї є ортогональними часовiй осi.

У роботi дослiджена некласична задача для одновимiрної гiперболiчної системи
рiвнянь першого порядку. Некласичнiсть задачi полягає в наявностi регулярної та син-
гулярної (що мiстить характеристики ортогональнi осi часу) частин системи. Областю
визначення розв’язку є сектор, тому вiдрiзок задання початкових умов вироджується в
точку, i в постановцi задачi цi умови вiдсутнi. Крiм цього правi частини рiвнянь системи
та крайових умов є нелiнiйними функцiями.

Такi задачi моделюють багато проблем газо- та гiдродинамiки (задача про поршень)
[3], [6, 7]. До розгляду подiбних областей приходимо при вивченнi початково-крайових
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задач для гiперболiчних систем з розривними коефiцiєнтами, якщо лiнiї розриву вихiд-
них даних мають спiльнi точки [2, 5].

У роботi встановлено умови глобальної узагальненої розв’язностi задачi. В ходi
доведення теореми вiдшукання розв’язку задачi зводиться до знаходження нерухомої
точки оператора в просторi зi спецiальною ваговою метрикою, при цьому правильний
пiдбiр ваг забезпечує стисну властивiсть оператора [1, 4].

1 Постановка задачi

В областi V = {(x, t) : 0 < t < T, −kt < x < kt, k > 0} розглядаємо вироджену
напiвлiнiйну гiперболiчну систему

∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u, v),

∂v

∂x
= g(x, t, u, v),

(1)

де u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vn), f = (f1, . . . , fm), g = (g1, . . . , gn), Λ(x, t) =

diag(λ1(x, t), . . . , λm(x, t)). Доповнимо систему (1) крайовими умовами

ui(−kt, t) = γ1
i

(
t,
(
us(−kt, t)

)
s∈I1

)
, i ∈ I2 ∪ I3,

ui(kt, t) = γ2
i

(
t,
(
us(kt, t)

)
s∈ I2

)
, i ∈ I1 ∪ I3,

(2)

vj(−kt, t) = ψj

(
t,
(
us(−kt, t)

)
s∈I1

)
, j ∈ {1, . . . , n}, (3)

де I1, I2, I3 – множини iндексiв, що визначаються наступним чином:

I1 =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : λi(0, 0) < −k

}
, I2 =

{
i ∈ {1, . . . ,m} : λi(0, 0) > k

}
,

I3 =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : −k < λi(0, 0) < k

}
.

Нехай множини I1, I2, I3 мiстять вiдповiдно r1, r2, r3 елементiв. Будемо вважати, що всi
заданi функцiї f : V ×Rm+n → Rm, g : V ×Rm+n → Rn, Λ : V → Rm, γ1 : [0, T ]×Rr1 →
Rr2+r3 , γ2 : [0, T ] × Rr2 → Rr1+r3 , ψ : [0, T ] × Rr1 → Rn є неперервними, а функцiї λi
задовольняють умову Лiпшиця за змiнною x.

2 Узагальнений розв’язок задачi

Позначимо через ϕi(τ ;x, t), i ∈ {1, . . . ,m} непродовжувальний розв’язок задачi Кошi

dx

dt
= λi(x, t), x(t0) = x0.

Тодi отримаємо m сiмей характеристичних кривих системи (1). Зауважимо, що ця
система має також сiм’ю горизонтальних характеристик вигляду t = t0. Нехай χi(x0, t0)

є найменшим значенням аргументу t, при якому визначений розв’язок ϕi(t;x0, t0).
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З допомогою iнтегрування зведемо систему (1) до системи iнтегральних рiвнянь:

ui(x, t) = ui

(
ϕi(χi(x, t);x, t), χi(x, t)

)
+

t∫
χi(x,t)

fi

(
ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ)

)
dτ, i ∈ {1, . . . ,m},

(4)

vj(x, t) = vj(−kt, t) +

x∫
−kt

gj

(
y, t, u(y, t), v(y, t)

)
dy, j ∈ {1, . . . , n}. (5)

Означення. Узагальненим неперервним розв’язком задачi (1)–(3) будемо називати
двiйку вектор-функцiй (u, v), компоненти яких належать простору C(V ), причому за-
довольняються iнтегральнi системи (4), (5) та крайовi умови (2), (3).

3 Основна теорема

Теорема. Нехай виконуються наступнi умови:

1) λ, f, g, γ1, γ2, ψ є неперервними вектор-функцiями на вiдповiдних множинах;

2) компоненти вектор-функцiї λ є лiпшицевими на множинi V за змiнною x;

3) компоненти вектор-функцiй λ, f, g, γ1, γ2, ψ є лiпшицевими за змiнними u, v на
вiдповiдних множинах, причому сталi Лiпшиця вектор-функцiй γ1, γ2 є меншими
одиницi;

4) правильне спiввiдношення

(λi(−kt, t) + k)(λi(kt, t)− k) 6= 0, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, . . . ,m};

5) система r1 + r2 рiвнянь вiдносно r1 + r2 невiдомих{
αi = γ1

i (0, (αs)s∈I1), i ∈ I2,
αi = γ2

i (0, (αs)s∈I2), i ∈ I1,

має єдиний розв’язок αi = α0
i , i ∈ I1 ∪ I2;

6) має мiсце умова погодження

γ1
i (0, (αs)s∈I1) = γ2

i (0, (αs)s∈I2), i ∈ I3.

Тодi iснує єдиний узагальнений неперервний розв’язок задачi (1)–(3) .
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Доведення. Розглянемо простiр Q, елементами якого є двiйки вектор-функцiй w =

(u, v) з компонентами iз простору C(V ), причому ui(0, 0) = α0
i , i ∈ I1 ∪ I2. Визначимо

метрику наступним чином

ρ(w1, w2) = max
{

max
i,x,t
|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)|αi(x, t)e−at; max
i,x,t
|v1
i (x, t)− v2

i (x, t)| βi(x, t)e−at
}
,

де додатну сталу a i неперервнi додатнi функцiї αi, βi пiдберемо пiзнiше. Зауважимо,
що отриманий метричний простiр є повним.

На елементах простору Q визначимо оператор F = (F1, . . . , Fm) за формулою

Fi[w](x, t) =


γ1
i

(
χi(x, t),

(
us(−kχi(x, t), χi(x, t))

)
s∈I1

)
,

якщо ϕi(χi(x, t);x, t) = −kχi(x, t),
γ2
i

(
χi(x, t),

(
us(kχi(x, t), χi(x, t))

)
s∈I2

)
,

якщо ϕi(χi(x, t);x, t) = kχi(x, t),

тодi рiвнiсть

ui(ϕi(χi(x, t);x, t), χi(x, t)) = Fi[w](x, t), i ∈ {1, . . . ,m}, (x, t) ∈ V

еквiвалентна крайовим умовам (2).
Таким чином, узагальнений розв’язок задачi (1)–(3) є розв’язком системи iнтегро-

операторних рiвнянь

ui(x, t) = Fi[w](x, t) +

t∫
χi(x,t)

fi

(
ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ)

)
dτ,

i ∈ {1, . . . ,m},

vj(x, t) = ψj

(
t,
(
us(−kt, t)

)
s∈I1

)
+

x∫
−kt

qj

(
y, t, u(y, t), v(y, t)

)
dy, j ∈ {1, . . . , n}.

Враховуючи отриманi спiввiдношення, на елементах простору Q введемо оператор
A = (A1

1, . . . ,A1
m,A2

1, . . . ,A2
n), де

A1
i [w](x, t) = Fi[w](x, t) +

t∫
χi(x,t)

fi

(
ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ)

)
dτ,

i ∈ {1, . . . ,m},

A2
i [w](x, t) = ψj

(
t,
(
us(−kt, t)

)
s∈I1

)
+

x∫
−kt

qj

(
y, t, u(y, t), v(y, t)

)
dy, j ∈ {1, . . . , n}.

Отже, вiдшукання узагальненого розв’язку задачi (1)–(3) зводиться до знаходження
нерухомої точки оператора A в Q, тобто елемента w∗ ∈ Q, такого що A[w∗] = w∗.
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Iснування та єдинiсть нерухомої точки оператора встановимо на основi теореми
Банаха про стискуюче вiдображення. Зауважимо, що A[w] ∈ Q, якщо w ∈ Q, що
випливає з вiдомих теорем математичного аналiзу, а також iз неперервностi функцiй
ϕi за всiма компонентами, причому враховуються припущення 4), 5), 6) теореми.

Введемо позначення. Нехай L є спiльною сталою в умовах Лiпшиця для функцiй
f, q, ψ, що записана у виглядi

|fi(x, t, u1, v1)− fi(x, t, u2, v2)| ≤ Lmax
{

max
j
|u1
j − u2

j |, max
j
|v1
j − v2

j |
}
,

i аналогiчно для iнших функцiй, а через H позначимо спiльну сталу Лiпшиця для
функцiй γ1, γ2, причому згiдно припущення 3) теореми H < 1.

Зазначимо, що з означення метрики для всiх допустимих i, x, t, та w ∈ Q випливає
спiввiдношення

|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)| ≤
ρ(w1, w2)

αi(x, t)
eat, |v1

i (x, t)− v2
i (x, t)| ≤

ρ(w1, w2)

βi(x, t)
eat.

Встановимо коефiцiєнт стиску оператора A, для чого отримаємо ряд оцiнок. Нехай
w1 ∈ Q, w2 ∈ Q, тодi справедливе спiввiдношення

|Fi[w1](x, t)− Fi[w2](x, t)| ≤



H max
j∈I1, τ

ρ(w1, w2)

αj(−kτ, τ)
eaχi(x,t),

якщо ϕi(χi(x, t);x, t) = −kχi(x, t),

H max
j∈I2 τ

ρ(w1, w2)

αj(kτ, τ)
eaχi(x,t),

якщо ϕi(χi(x, t);x, t) = kχi(x, t).

(6)

Якщо має мiсце перша альтернатива оцiнки (6), то виконується рiвнiсть

x+

χi(x,t)∫
t

λi(ϕ(τ ;x, t), τ)dτ = −kχi(x, t),

з якої виводимо нерiвнiсть χi(x, t) ≤
−x+ Λt

Λ + k
, де Λ = max

i,x,t
|λi(x, t)|. Аналогiчно за другої

альтернативи отримуємо нерiвнiсть χi(x, t) ≤
x+ Λt

Λ + k
.

На основi отриманих спiввiдношень виводимо оцiнку для оператора A1

∣∣(A1
i [w

1])(x, t)− (A1
i [w

2])(x, t)
∣∣αi(x, t)e−at

≤ H max

{
max
i∈I2∪I3,
j∈I1, τ

αi(x, t)e
a(−x+Λt

Λ+k
−t)

αj(−kτ, τ)
, max
i∈I1∪I3,
j∈I2, τ

αi(x, t)e
a(x+Λt

Λ+k
−t)

αj(kτ, τ)

}
ρ(w1, w2)

+

t∫
0

ea(σ−t)dσLmax

{
max
i,j,y,τ

αi(x, t)

αj(y, τ)
,max
i,j,y,τ

αi(x, t)

βj(y, τ)

}
ρ(w1, w2)
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≤ H max

{
max
i∈I2∪I3,
j∈I1, τ

αi(x, t)e
a−x−kt

Λ+k

αj(−kτ, τ)
, max
i∈I1∪I3,
j∈I2, τ

αi(x, t)e
ax−kt

Λ+k

αj(kτ, τ)

}
ρ(w1, w2)

+
L

a
max

{
max
i,j,y,τ

αi(x, t)

αj(y, τ)
,max
i,j,y,τ

αi(x, t)

βj(y, τ)

}
ρ(w1, w2),

а також оцiнку для оператора A2

∣∣A2
i [w

1](x, t)−A2
i [w

2](x, t)
∣∣ βi(x, t)e−at ≤ (L max

i, j∈I1

βi(x, t)

αj(−kt, t)

+

x∫
−kt

Lmax
{

max
i,j

βi(x, t)

αj(y, t)
,max

i,j

βi(x, t)

βj(y, t)

}
dy

)
ρ(w1, w2).

Використавши отриманi оцiнки встановлюємо

ρ(A[w1], A[w2]) ≤ max
(x, t)∈V

{
H max

{
max
i∈I2∪I3,
j∈I1, τ

αi(x, t)e
a−x−kt

Λ+k

αj(−kτ, τ)
, max
i∈I1∪I3,
j∈I2, τ

αi(x, t)e
ax−kt

Λ+k

αj(kτ, τ)

}

+
L

a
max

{
max
i,j,y,τ

αi(x, t)

αj(y, τ)
,max
i,j,y,τ

αi(x, t)

βj(y, τ)

}
+ L max

i, j∈I1

βi(x, t)

αj(−kt, t)

+

x∫
−kt

Lmax
{

max
i,j

βi(x, t)

αj(y, t)
,max

i,j

βi(x, t)

βj(y, t)

}
dy

}
ρ(w1, w2).

Пiдберемо функцiї αi, βi, так щоб коефiцiєнт стиску оператора був меншим одиницi.
Нехай

αi(x, t) =


ep(kt−x), i ∈ I1,
ep(kt+x), i ∈ I2,
ep(kt−x)(kt+x), i ∈ I3,

, βi(x, t) = εe−p(kt+x), i ∈ {1, . . . , n},

де p, ε є деякими додатними параметрами.
Нехай виконуються припущення

p(Λ + k) ≤ a, 2pkT (Λ + k) ≤ a,

тодi правильнi оцiнки

max
(x, t)∈V

max
i∈I2∪I3,
j∈I1, τ

αi(x, t)e
a−x−kt

Λ+k

αj(−kτ, τ)
= max

(x, t)∈V
max
i∈I2∪I3

αi(x, t)e
a−x−kt

Λ+k

= max
(x, t)∈V

max{ep(kt+x), ep(kt−x)(kt+x)}ea
−x−kt
Λ+k = 1,

max
(x, t)∈V

max
i∈I1∪I3,
j∈I2, τ

αi(x, t)e
ax−kt

Λ+k

αj(kτ, τ)
= max

(x, t)∈V
max
i∈I1∪I3

αi(x, t)e
ax−kt

Λ+k

= max
(x, t)∈V

max{ep(kt−x), ep(kt−x)(kt+x)}ea
x−kt
Λ+k = 1.
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Також мають мiсце спiввiдношення

max
(x, t)∈V

max
i, j∈I1

βi(x, t)

αj(−kt, t)
= max

(x, t)∈V

εe−p(kt+x)

e2pkt
= max

(x, t)∈V
εe−3pkt−px = max

t
εe−2pkt = ε,

max
(x, t)∈V

x∫
−kt

max
i,j

βi(x, t)

αj(y, t)
dy ≤ max

(x, t)∈V

x∫
−kt

εe−p(kt+x)dy = max
x,t

{
εe−p(kt+x)(x+ kt)

}
≤ ε2kT,

max
(x, t)∈V

x∫
−kt

max
i,j

βi(x, t)

βj(y, t)
dy = max

(x, t)∈V

x∫
−kt

εe−p(kt+x)

εe−p(kt+y)
dy

= max
(x, t)∈V

x∫
−kt

ep(y−x)dy = max
(x, t)∈V

1− e−p(kt+x)

p
≤ 1

p
.

У пiдсумку одержимо нерiвнiсть

ρ(A[w1],A[w2]) ≤

(
H +

L

a
max

(x, t)∈V

{
max
i,j,y,τ

αi(x, t)

αj(y, τ)
,max
i,j,y,τ

αi(x, t)

βj(y, τ)

}

+Lε+ L

(
ε2kT +

1

p

))
ρ(w1, w2).

Нехай p∗, ε∗ додатнi значення, що задовольняють умову

Lε∗ + L

(
ε∗2kT +

1

p∗

)
<

1−H
2

,

а функцiї α∗i , β∗i є рiвними вiдповiдно функцiям αi, βi при p = p∗, ε = ε∗. Позначимо

M = max
(x, t)∈V

{
max
i,j,y,τ

α∗i (x, t)

α∗j (y, τ)
max
i,j,y,τ

α∗i (x, t)

β∗j (y, τ)

}
.

Насамкiнець фiксуємо значення a∗, щоб задовольнити умови

p∗(Λ + k) ≤ a∗, 2p∗kT (Λ + k) ≤ a∗,
LM

a∗
<

1−H
2

.

Тодi оператор A є стискуючим на елементах простору Q∗, що рiвний простору Q з
вибраними функцiями αi = α∗i , βi = β∗i та параметром a = a∗.

Таким чином, на основi теореми Банаха про стискуюче вiдображення iснує єдина
нерухома точка оператора A в просторi Q∗. Ця нерухома точка є узагальненим розв’яз-
ком задачi (1)–(3).
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4 Наслiдки з теореми

Розглядаємо систему (1) в областi V̂ = {(x, t) : 0 < t < T, k1t < x < k2t, k1 < k2},
доповнивши її крайовими умовами

ui(k1t, t) = γ1
i

(
t,
(
us(k1t, t)

)
s∈I1

)
, i ∈ I2 ∪ I3,

ui(k2t, t) = γ2
i

(
t,
(
us(k2t, t)

)
s∈ I2

)
, i ∈ I1 ∪ I3,

(7)

vj(k1t, t) = ψj

(
t,
(
us(k1t, t)

)
s∈I1

)
, j ∈ {1, . . . , n}, (8)

де множини iндексiв I1, I2, I3 визначаються наступним чином:

I1 =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : λi(0, 0) < k1

}
, I2 =

{
i ∈ {1, . . . ,m} : λi(0, 0) > k2

}
,

I3 =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : k1 < λi(0, 0) < k2

}
.

Наслiдок 4.1. Нехай виконуються припущення 1)–3) та 5), 6) теореми, а також

4*) правильне спiввiдношення

(λi(k1t, t)− k1)(λi(k2t, t)− k2) 6= 0, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, . . . ,m}.

Тодi iснує єдиний узагальнений неперервний розв’язок задачi (1), (7), (8).

Доведення. Оскiльки наступна замiна незалежних змiнних (x, t) (y, t), де y = −kt+
2k

k2 − k1

(x− k1t) зводить задачу (1), (7), (8) в областi V̂ до задачi (1)–(3) в областi V , то

наслiдок 4.1 безпосередньо випливає з твердження теореми.

Наслiдок 4.2. Крайовi умови (3) в постановцi задачi можна замiнити умовами

vj(−kt, t) = ψj(t, u(−kt, t)), j ∈ {1, . . . , n}, (9)

причому твердження теореми залишиться правильним стосовно задачi (1), (2), (9).

Доведення. Для доведення наслiдку достатньо зауважити, що

ψj(t, u(−kt, t)) = ψj

(
t, (us(−kt, t))s∈I1 ,

(
γ1
i

(
t, (us(−kt, t))s∈I1

))
i∈I2∪I3

)
= ψ1

j

(
t, (us(−kt, t))s∈I1

)
, j ∈ {1, . . . , n}.

Наслiдок 4.3. Якщо виконується рiвнiсть r1 + r2 = 0, то умови (2) матимуть вигляд

ui(−kt, t) = γ1
i (t), i ∈ I3,

ui(kt, t) = γ2
i (t), i ∈ I3.

В цьому випадку припущення 5) теореми є зайвим, а припущення 6) набуде вигляду

γ1
i (0) = γ2

i (0), i ∈ I3.
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Рассмотрена краевая задача для полулинейной гиперболической системы в секторе,
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