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Знайденi iнтегро-диференцiальнi зображення Лакса для матричних моделей Девi-Стю-
артсона (DS-I, DS-II, DS-III), просторово-двовимiрних узагальнень рiвняння Чена-Лi-Лю
та їх вищих симетрiй. А саме, модифiкованих рiвнянь Кортевега-де Врiза, Нижника, тощо.
Наведено деякi матричнi багатовимiрнi узагальнення рiвняння Бюргерса.

1 Вступ

1.1 Вихiднi поняття та позначення

В цьому роздiлi ми стисло наводимо необхiднi означення та поняття, пов’язанi з алге-
брою формальних символiв псевдодиференцiальних (мiкродиференцiальних) операто-
рiв (МДО, див., наприклад [16, 18, 22]).

Розглянемо над полем C лiнiйний простiр ζ МДО вигляду

L ∈ ζ =


n(L)∑

j=−∞

ajD
j : n(L) ∈ Z

 , (1)

де коефiцiєнти aj є функцiями “просторової ” змiнної x = t1 i еволюцiйних параметрiв
t2, t3, . . . . Коефiцiєнти aj(t), t = (t1, t2, . . .), вважаються гладкими функцiями векторної
змiнної t, яка має скiнченну кiлькiсть компонент, i належать деякому функцiональному
простору A, який є диференцiальною алгеброю стосовно звичайних арифметичних дiй;

D :=
∂

∂x
— оператор диференцiювання.
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Операцiї додавання i множення операторiв на скаляри (елементи поля C) вводяться
так

λ1L1 ± λ2L2 =

N1∑
i=−∞

λ1a1jD
j ±

N2∑
j=−∞

λ2a2jD
j =

max〈N1,N2〉∑
j=−∞

(λ1a1j ± λ2a2j)D
j, λ1, λ2 ∈ C.

Структура алгебри Лi на лiнiйному просторi ζ (1) визначається комутатором Лi [·, ·] :
ζ × ζ → ζ , [L1, L2] = L1L2 − L2L1, де композицiя (операторне множення) МДО L1 та
L2 iндукується загальним правилом Лейбнiца

Dnf :=
∞∑
j=0

(
n

j

)
f (j)Dn−j, (2)

n ∈ Z, f ∈ A ⊂ ζ, f (j) := ∂jf
∂xj ∈ A ⊂ ζ, DnDm = DmDn = Dn+m, n,m ∈ Z, де

(
n
0

)
:= 1,(

n
j

)
:= n(n−1)...(n−j+1)

j!
.

Формула (2) задає композицiю оператора Dn ∈ ζ i оператора множення на функцiю
f ∈ A ⊂ ζ (як оператора нульового порядку) на вiдмiну вiд позначення Dk{f} := ∂kf

∂xk ∈
A, k ∈ Z+. Розглянемо мiкродиференцiальний оператор Лакса

L := WDW−1 = D +
∞∑
j=1

UjD
−j, (3)

який параметризується нескiнченною кiлькiстю динамiчних змiнних Uj=Uj(t1, t2, t3, ...),
j ∈ N, що залежать вiд довiльного (скiнченного) числа незалежних змiнних t1 := x, t2,
t3, ..., i диференцiальним чином виражаються через функцiональнi коефiцiєнти форма-
льного одягаючого оператора (оператора перетворення) Захарова-Шабата

W = I +
∞∑
j=1

wjD
−j. (4)

Обернений до формального оператора W є оператор вигляду

W−1 = I +
∞∑
j=1

ajD
−j, WW−1 = W−1W = I,

де коефiцiєнти aj, j ∈ N є диференцiальними полiномами вiд коефiцiєнтiв wk, k ∈ N опе-
ратора (4). В скалярному випадку iєрархiя Кадомцева-Петвiашвiлi — це комутативна
сiм’я еволюцiйних рiвнянь Лакса для оператора (3)

αiLti = [Bi, L] := BiL− LBi, (5)

де αi ∈ C, i ∈ N, а оператор Bi := (Li)+ є диференцiальною частиною i-ого степеня
мiкродиференцiального символа L. Символом Lti позначається оператор вигляду

Lti := (WDW−1)ti =
∞∑
j=1

(Uj)tiD
−j.
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Пiд формально транспонованим та ермiтово спряженими операторами вiдповiдно
розумiтимемо вирази

Lτ := −D +
∞∑
j=1

(−1)jD−jU>
j , L

∗ := L̄τ .

Рiвняння Захарова-Шабата (5) виникають у цьому пiдходi внаслiдок комутативностi
двох довiльних потокiв (5) при i = m та i = n:

Ltmtn = Ltntm =⇒ [αn∂tn−Bn, αm∂tm−Bm] = αmBntm−αnBmtn+[Bn, Bm] = 0.

1.2 Нелокальнi симетрiйнi редукцiї KP-iєрархiї

Розглянемо симетрiйну k-редукцiю оператора L [20, 26, 31, 32], яка є нелокальним узага-
льненням k-редукцiй Гельфанда-Дiкого

(Lk)− := (Lk)<0 = qM0D
−1r> =

∫ x

q(x, t2, t3, . . .)M0r
>(s, t2, t3, . . .) · ds, (6)

де Matl×l(C) 3 M0 є сталою матрицею, а функцiї q = (q1, ..., ql), r = (r1, ..., rl) є фiксо-
ваними розв’язками системи лiнiйних рiвнянь{

αnqtn = Bn{q},
αnrtn = −Bτ

n{r},
(7)

де n ∈ N. В правiй частинi формули (6) стоїть символ iнтегрального оператора Вольтери
з виродженим ядром. Формально транспонований оператор до оператора (6) матиме
вигляд ((Lk)−)

τ = −rM>
0 D

−1q>.

Редукцiйнi обмеження (6) накладають нелокальнi в’язi на функцiональнi коефi-
цiєнти оператора L i розв’язки еволюцiйних рiвнянь (7), сумiснi з динамiкою в силу
рiвнянь Лакса (5). Редукованi потоки (5), (6), (7) допускають операторне зображення
Лакса вигляду

[Lk,Mn] = 0, де Lk = Bk + qM0D
−1r>, Mn = αn∂tn −Bn, (8)

i є (1+1)-вимiрними iнтегровними системами для коефiцiєнтiв Ui , i = 1, k − 1 i власних
та спряжених власних функцiй q, r:{

Uitn = Pin[U1, U2, ..., Uk−1,q, r],

qtn = Bn[Ui,q, r]{q}, rtn = −Bτ
n[Ui,q, r]{r},

(9)

де i = 1, k − 1, Pin, Bn — диференцiальнi полiноми стосовно динамiчних змiнних, що
вказанi в квадратних дужках.

(2+1)-вимiрнi узагальнення зображень Лакса

[Lk,Mn] = 0, (10)

де Lk є iнтегро-диференцiальним (2+1)-вимiрним оператором вигляду
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Lk = α∂y −Bk − qM0D
−1r>,

а Mn в зображеннi (10) є еволюцiйним стосовно змiнної tn, чисто диференцiальним (без
iнтегральної складової) оператором порядку n вiдносно просторової змiнної x

Mn = αn∂tn −
n∑

j=1

vjDj, (11)

запропоновано в роботах [5, 7]. Серед рiвнянь, якi допускають операторнi зображен-
ня (10)-(11), є, зокрема, важливi з точки зору фiзичних застосувань, векторнi (2+1)-
вимiрнi узагальнення нелiнiйної моделi Девi-Стюартсона (DS-III, при k = 1, n = 2),
Яджими-Ойкави (k = 2, n = 2) та рiвнянь Мельникова (k = 2, n = 3) i розширена
(2+1)-вимiрна система Бусинеска (k = 3, n = 2). Деякi з цих систем, як в розмiрностi
(1+1), так i в розмiрностi (2+1), ми розглянемо в наступному роздiлi. Метод побудови
точних розв’язкiв вiдповiдних (1+1) та (2+1)-вимiрних рiвнянь Лакса (8)-(11) запро-
поновано в роботах [13, 34]. В кiнцi роздiлу 3 ми наводимо матричнi узагальнення
рiвнянь Девi-Стюартсона [21] (DS-I, DS-II, пропущенi в роботах [5, 7]), для яких обидва
оператори в лаксовому зображеннi (10) є iнтегро-диференцiальними. Альтернативнi зо-
браження для цих рiвнянь в алгебрi чисто диференцiальних операторiв бiльш високої
матричної розмiрностi можна знайти в роботi [17]. В роздiлi 4 ми розглядаємо iнтегро-
диференцiальнi зображення Лакса для матричного просторово-двовимiрного узагаль-
нення модифiкованого рiвняння Кортевега-де Врiза, рiвняння Нижника та Вєсєлова-
Новiкова, якi вiдсутнi в роботi [17]. В роздiлi 5 ми пропонуємо, на наш погляд, нове
просторово-двовимiрне матричне узагальнення нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, яке
по аналогiї з (1+1)-вимiрним випадком можна назвати рiвнянням Чена-Лi-Лю [16, 19].
Зауважимо, що при додатковiй редукцiї в (2+1)-вимiрнiй моделi Чена-Лi-Лю отримує-
ться просторово-двовимiрне матричне узагальнення рiвняння Бюргерса та його вища
симетрiя. У роздiлi 6 ми розглядаємо матричнi та багатовимiрнi рiвняння Бюргерса якi
є прикладом так званих C2-iнтегровних систем [27, 30].

В заключному роздiлi ми стисло окреслюємо можливiсть подальших застосувань
результатiв цiєї роботи.

2 Нелiнiйнi моделi KP-iєрархiї з нелокальними в’язями та їх редукцiї

Розглянемо приклади рiвнянь (8)-(9) та (10)-(11) для деяких k та n:
1. k = 1, n = 2 :

L1 = D + qM0D
−1q∗,

M2 = α2∂t2 −D2 − 2qM0q
∗,

(12)

де α2 ∈ iR, M∗
0 = M0. Рiвняння [L1,M2] = 0 еквiвалентне векторному узагальненню

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера α2qt2 = qxx + 2 (qM0q
∗)q.

Тепер розглянемо (2+1)-вимiрнi узагальнення формальних виразiв (12):

L1 = ∂y − qM0D−1q∗,

M2 = α2∂t2 − c1D2 − 2c1S1,



Матричнi узагальнення iнтегровних систем 129

де α2 ∈ iR, S1 = S1(x, y, t2) = S̄1(x, y, t2),c1 ∈ R.
Операторне рiвняння [L1,M2] = 0 еквiвалентне третiй моделi Девi-Стюартсона (DS-

III): {
α2qt2 = c1qxx − 2c1S1q,

S1y = (qM0q
∗)x.

(13)

З системи (13) при y = x, l = 1 отримаємо нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, в зв’язку
з чим ця система називається просторово двовимiрним l-компонентним узагальненням
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера.

2. k = 1, n = 3 :

L1 = D + qM0D
−1q∗,

M3 = α3∂t3 −D3 − 3qM0q
∗D − 3qxM0q

∗.
(14)

Операторне рiвняння [L1,M3] = 0 еквiвалентне системi

α3qt3 = qxxx + 3 (qM0q
∗)qx + 3 (qxM0q

∗)q. (15)

Просторово-двовимiрнi узагальнення виразiв (14) мають вигляд

L1 = ∂y − qM0D
−1q∗,

M3 = α3∂t3 + c1D
3 − 3c1v1D − 3c1v3,

а операторне рiвняння [L1,M3] = 0 еквiвалентне такiй системi:{
α3qt3 + c1qxxx − 3c1v1qx − 3c1v3q = 0,

v1y = (qM0q
∗)x, v3y = (qxM0q

∗)x.
(16)

Рiвняння (15) є векторним узагальненням комплексного рiвняння Кортевега-де Врi-
за (KdV), а система (16) є його (2+1)-вимiрною версiєю.

3. k = 2, n = 2 : L2 = D2 + 2u + qM0D
−1q∗, M2 = α2∂t2 −D2 − 2u, де M∗

0 = −M0,

u = ū, α2 ∈ iR. Операторне рiвняння [L2,M2] = 0 еквiвалентне системi{
α2qt2 = qxx + 2uq,

α2ut2 = (qM0q
∗)x.

(2+1)-вимiрнi узагальнення формальних виразiв L2, M2 матимуть вигляд

L2 = i∂y −D2 − 2u− qM0D−1q∗,

M2 = α2∂t2 −D2 − 2u,

де α2 ∈ iR, M0 = −M∗
0, u = ū.

Рiвняння [L2,M2] = 0 можна записати еквiвалентним чином у виглядi системи{
α2ut2 = iuy + (qM0q

∗)x,

α2qt2 = qxx + 2uq.
(17)

Система (17) є l-компонентним просторово-двовимiрним узагальненням рiвнянь Яджи-
ми-Ойкави.
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4. k = 2, n = 3 : L2 = D2 +2u+qM0D
−1q∗, M3 = α3∂t3 −D3 − 3uD− 3

2
(ux +qM0q

∗),

де M0 = −M∗
0, u = ū, α3 ∈ R. Рiвняння [L2,M3] = 0 еквiвалентне системi{

α3qt3 = qxxx + 3uqx +
3
2
uxq+ 3

2
qM0q

∗q,

α3ut3 =
1
4
uxxx + 3uux +

3
4
(qxM0q

∗ − qM0q
∗
x)x .

Просторово-двовимiрнi узагальнення операторiв L2, M3 мають такий вигляд

L2 = i∂y −D2 − 2u− qM0D−1q∗,

M3 = α3∂t3 −D3 − 3uD − 3
2
(ux + iD−1{uy}+ qM0q

∗) ,

де α3 ∈ R, M∗
0 = −M0, u = ū. Рiвняння [L2,M3] = 0 еквiвалентне системi

α3qt3 = qxxx + 3uqx +
3
2
(ux + iD−1{uy}+ qM0q

∗)q,[
α3ut3 − 1

4
uxxx − 3uux +

3
4
(qM0q

∗
x − qxM0q

∗)x

−3
4
i (qM0q

∗)y

]
x
= −3

4
uyy.

3 Iнтегро-диференцiальнi зображення Лакса для матричних
узагальнень систем DS-I, DS-II, DS-III

Розглянемо такi узагальнення операторiв L1, M2 (2):

L1 = ∂y − qM0D
−1r>,

M2 = α2∂t2 − c1D
2 − c2∂

2
y + 2c1S1 + 2c2qM0D

−1r>y + 2c2qM0D
−1r>∂y,

де q = q(x, y, t2), r = r(x, y, t2) та S1 = S1(x, y, t2) — матричнi функцiї розмiрностей
N ×M та N ×N вiдповiдно; M0 — стала матриця розмiрностi M ×M .

Операторне рiвняння [L1,M2] = 0 еквiвалентне системi
α2qt2 = c1qxx + c2qyy − 2c1S1q− 2c2qM0S2,

−α2r
>
t2
= c1r

>
xx + c2r

>
yy − 2c1r

>S1 − 2c2S2M0r
>,

S1y = (qM0r
>)x, S2x = (r>q)y.

(18)

При c1, c2 ∈ R, α2 ∈ iR допустима редукцiя r> = q∗, M0 = M∗
0, оператор M2 буде

ермiтовим, а система (18) набуде вигляду{
α2qt2 = c1qxx + c2qyy − 2c1S1q− 2c2qM0S2,

S1y = (qM0q
∗)x, S2x = (q∗q)y.

(19)

Якщо у системi (19) покласти c2 = 0, то отримаємо{
α2qt2 = c1qxx − 2c1S1q,

S1y = (qM0q
∗)x.

(20)

При c1 = 0 система (19) набуде вигляду{
α2qt2 = c2qyy − 2c2qM0S2,

S2x = (q∗q)y.
(21)
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Системи (20) та (21) є матричними узагальненнями моделi Девi-Стюартсона (DS-III)
[2, 7, 24]. У випадку, коли u := q, M0 := µ — скаляри, система (19) матиме вигляд{

α2ut2 = c1uxx + c2uyy − 2c1S1u− 2µc2S2u,

S1y = µ(|u|2)x, S2x = (|u|2)y.
(22)

Поклавши c1 = c2 = 1, µ = 1 отримаємо звiдси такий диференцiальний наслiдок{
α2ut2 = uxx + uyy − 2Su,

Sxy = (|u|2)xx + (|u|2)yy,
(23)

де S = S1 + S2.
Тепер в системi (22) покладемо c1 = −c2 = 1, µ = 1. Зробивши замiну x̃ = x − y,

ỹ = x+y та поклавши S̃(x̃, ỹ, t2) := S1(x, y, t2)−S2(x, y, t2), ũ(x̃, ỹ, t2) := u(x, y, t2); x̃ := x,

ỹ := y, отримаємо систему {
α2ũt2 = 4ũxy − 2ũS̃,

S̃yy − S̃xx = 4|ũ|2xy.
(24)

Системи (23), (24) є рiзними реалiзацiями першої моделi Девi-Стюартсона (DS-I).
Розглянемо тепер формальнi iнтегродиференцiальнi вирази L1 = ∂z̄ − qM0D

−1
z r>,

M2 = α2∂t2 − c1D
2
zz − c2∂

2
z̄z̄ + 2c1S1 + 2c2qM0D

−1
z r>z̄ + 2c2qM0D

−1
z r>∂z̄, де z = x + iy,

x, y ∈ R, q = q(z, z̄, t2), r = r(z, z̄, t2) та S1 = S1(z, z̄, t2) – матричнi функцiї розмiрностей
N ×M , та N ×N вiдповiдно; M0 – стала матриця розмiрностi M ×M .

Операторне рiвняння [L1,M2] = 0 еквiвалентне системi
α2qt2 = c1qzz + c2qz̄z̄ − 2c1S1q− 2c2qM0S2,

−α2r
>
t2
= c1r

>
zz + c2r

>
z̄z̄ − 2c1r

>S1 − 2c2S2M0r
>,

S1z̄ = (qM0r
>)z, S2z = (r>q)z̄.

(25)

В змiнних t2, x, y при c1 = c2 = 1 система (25) виглядатиме так:
2α2qt2 = qxx − qyy − 4S1q− 4qM0S2,

−2α2r
>
t2
= r>xx − r>yy − 4r>S1 − 4S2M0r

>,

S1x + iS1y = (qM0r
>)x − i(qM0r

>)y, S2x − iS2y = (r>q)x + i(r>q)y.

(26)

При N = M (q, r – квадратнi матрицi), α2 ∈ iR система (26) допускає редукцiю
M0r

> = q̄, S1 = S̄2 i набуває вигляду{
2α2qt2 = qxx − qyy − 4S1q− 4qS̄1,

S1x + iS1y = (qq̄)x − i(qq̄)y.
(27)

У скалярному випадку (N = M = 1), u := q система (27) зводиться до вигляду{
2α2ut2 = uxx − uyy − 8Ŝu,

Ŝxx + Ŝyy = |u|2xx − |u|2yy,
(28)

де Ŝ = Re(S1).
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Якщо ж покласти у системi (25) c1 = −c2 = i, то отримаємо
α2qt2 = qxy − 2iS1q+ 2iqM0S2,

−α2r
>
t2
= r>xy − 2ir>S1 + 2iS2M0r

>,

S1x + iS1y = (qM0r
>)x − i(qM0r

>)y, S2x − iS2y = (r>q)x + i(r>q)y.

(29)

При N = M (q, r – квадратнi матрицi), α2 ∈ iR для системи (29) допустима редукцiя
M0r

> = q̄, S1 = S̄2 {
α2qt2 = qxy − 2iS1q+ 2iqS̄1,

S1x + iS1y = (qq̄)x − i(qq̄)y.
(30)

У скалярному випадку (N = M = 1) диференцiальним наслiдком системи (30) є
рiвняння {

α2ũt2 = ũxy + 4S̃ũ,

S̃xx + S̃yy = −4|ũ|2xy,
(31)

де S̃=Im(S1), ũ := q.
Системи (28) та (31) є рiзними реалiзацiями моделi Девi-Стюартсона (DS-II).

4 Iнтегро-диференцiальнi зображення Лакса для матричного
просторово-двовимiрного узагальнення модифiкованого

рiвняння Кортевега-де Врiза

Розглянемо таке узагальнення пари виразiв L1, M3 (14)

L1 = ∂y − qM0D
−1r>, (32)

M3 = α3∂t3 + c1D
3 − c2∂

3
y − 3c1v1D − 3c1v3 + 3c2qyM0D

−1r>y

−3c2qM0∂yD
−1r>qM0D

−1r> + 3c2qM0v2M0D
−1r> + 3c2∂yqM0D

−1r>∂y, (33)

де q = q(x, y, t3), r = r(x, y, t3) та v1 = v1(x, y, t3), v3 = v3(x, y, t3) — матричнi функцiї
розмiрностi N×M та N×N вiдповiдно. Операторне рiвняння [L1,M3] = 0 еквiвалентне
системi

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qx + 3c2qyM0v2 + 3c2qM0v2y − 3c1v3q− 3c2qM0v4

−3c2qD
−1

{
M0r

>qM0v2 −M0v2M0r
>q

}
= 0,

α3r
>
t3
+ c1r

>
xxx − c2r

>
yyy − 3c1r

>
x v1 − 3c1r

>v1x + 3c2v2M0r
>
y + 3c1r

>v3 + 3c2v4M0r
>

−3c2D
−1

{
v2M0r

>q− r>qM0v2
}
M0r

> = 0,

v1y = (qM0r
>)x, v2x = (r>q)y, v3y = (qxM0r

>)x + [qM0r
>, v1], v4x = (r>y q)y. (34)

Розглянемо деякi редукцiї системи (34):
1). При c2 = 0 система (34) набуде вигляду

α3qt3 + c1qxxx − 3c1v1qx − 3c1v3q = 0,

α3r
>
t3
+ c1r

>
xxx − 3c1r

>
x v1 − 3c1r

>v1x + 3c1r
>v3 = 0,

v1y = (qM0r
>)x, v3y = (qxM0r

>)x + [qM0r
>, v1]. (35)
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2). При c1 = 0 система (34) набуде вигляду

α3qt3 − c2qyyy + 3c2qyM0v2 + 3c2qM0v2y − 3c2qM0v4

−3c2qD
−1

{
M0r

>qM0v2 −M0v2M0r
>q

}
= 0,

α3r
>
t3
− c2r

>
yyy + 3c2v2M0r

>
y + 3c2v4M0r

> − 3c2D
−1

{
v2M0r

>q− r>qM0v2
}
M0r

> = 0,

v2x = (r>q)y, v4x = (r>y q)y

3). При допустимiй редукцiї α3, c1, c2 ∈ R, r> = q∗, M0 = M∗
0 , оператори L1, M3

будуть косоермiтовими, а система (34) набуде вигляду

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qx + 3c2qyM0v2 + 3c2qM0v2y − 3c1v3q− 3c2qM0v4

−3c2qD
−1 {M0q

∗qM0v2 −M0v2M0q
∗q} = 0,

v1y = (qM0q
∗)x, v2x = (q∗q)y, v3y = (qxM0q

∗)x + [qM0q
∗, v1], v4x = (q∗

yq)y. (36)

В скалярному випадку (N = M = 1, R 3 µ := M0, q(x, y, t3) := q(x, y, t3)) система
(36) матиме вигляд

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1µqx

∫
|q|2xdy

+3c2µqy

∫
|q|2ydx+ 3c2µq

∫
(q̄qy)ydx− 3c1µq

∫
(qxq)xdy = 0.

3a). Якщо покласти c2 = 0, то система (36) набуде вигляду

α3qt3 + c1qxxx − 3c1v1qx − 3c1v3q = 0,

v1y = (qM0q
∗)x, v3y = (qxM0q

∗)x + [qM0q
∗, v1].

3б). У випадку c1 = 0 система (36) буде такою

α3qt3 − c2qyyy + 3c2qyM0v2 + 3c2qM0v2y − 3c2qM0v4

−3c2qD
−1 {M0q

∗qM0v2 −M0v2M0q
∗q} = 0,

v2x = (q∗q)y, v4x = (q∗
yq)y.

3в). У дiйсному випадку (q = q̄) рiвняння (36) набуде вигляду

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qx + 3c2qyM0v2 + 3c2qM0v2y − 3c1v3q− 3c2qM0v4

−3c2qD
−1

{
M0q

>qM0v2 −M0v2M0q
>q

}
= 0,

v1y = (qM0q
>)x, v2x = (q>q)y, v3y = (qxM0q

>)x + [qM0q
>, v1], v4x = (q>

y q)y. (37)

У скалярному випадку (N = M = 1) рiвняння (37) виглядатиме так (M0 =: µ,
q = q(x, y, t3) := q(x, y, t3))

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1µ(qx +
1

2
q∂x)

∫
q2xdy + 3c2µ(qy +

1

2
q∂y)

∫
q2ydx = 0. (38)
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При y = x, c1 − c2 = 1 рiвняння (38) набуде такого вигляду

α3qt3 + qxxx − 6µq2qx = 0. (39)

Рiвняння (39) називається модифiкованим рiвнянням Кортевега-де Врiза (mKdV), а
рiвняння (36) та (37) є, вiдповiдно, його комплексним та дiйсним матричними просторо-
во-двовимiрними узагальненнями.

4). Накладемо редукцiю M0r
> = ν, де ν — стала матриця. Пiсля замiни u := qν

система (34) набуде вигляду

α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1D

{(∫
uxdy

)
u

}
+ 3c2∂y

{
u

(∫
uydx

)}
−3c1

(∫
[u, v1]dy

)
u− 3c2uD

−1{[u, v2]} = 0,

ν

(
c1

∫
[u, v1]dy − c2D

−1{[v2, u]}
)

= 0,

v1y = ux, v2x = uy. (40)

4a). Якщо c2 = 0, то система (40) виглядатиме так

α3ut3 + c1uxxx − 3c1D

{(∫
uxdy

)
u

}
− 3c1

(∫
[u, v1]dy

)
u = 0,

ν

∫
[u, v1]dy = 0, v1y = ux.

4б). У випадку c1 = 0 система (40) набуде такого вигляду

α3ut3 − c2uyyy + 3c2∂y

{
u

(∫
uydx

)}
+ 3c2uD

−1{[u, v2]} = 0,

νD−1{[v2, u]} = 0, v2x = uy.

В скалярному випадку (N = 1,M = 1) система (40) виглядатиме так

α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1D

{(∫
uxdy

)
u

}
+ 3c2∂y

{
u

(∫
uydx

)}
= 0. (41)

Рiвняння (41) є рiвнянням Нижника [28], а система (40) узагальнює його на матрич-
ний випадок.

Тепер розглянемо такi формальнi iнтегро-диференцiальнi вирази

L1 = ∂z̄ − qM0D
−1
z r>,

M3 = α3∂t3 + c1D
3
z − c2∂

3
z̄ − 3c1v1Dz −3c1v3+3c2qz̄M0D

−1
z r>z̄ +3c2qz̄M0D

−1
z r>qM0D

−1
z r>

+3c2qv2M0D
−1
z r> + 3c2∂z̄qM0D

−1
z r>∂z̄ − 3c2∂z̄qM0D

−1
z r>qM0D

−1
z r>,

де z = x+ iy, x, y ∈ R, q = q(z, z̄, t3), r = r(z, z̄, t3) та S1 = S1(z, z̄, t3) – матричнi функцiї
розмiрностей N ×M та N ×N вiдповiдно; M0 – стала матриця розмiрностi M ×M .
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Операторне рiвняння [L1,M3] = 0 еквiвалентне системi

α3qt3 + c1qzzz − c2qz̄z̄z̄ − 3c1v1qz + 3c2qz̄M0v2 + 3c2qM0v2z̄ − 3c1v3q− 3c2qM0v4

−3c2qD
−1
z

{
M0r

>qM0v2 −M0v2M0r
>q

}
= 0,

α3r
>
t3
+ c1r

>
zzz − c2r

>
z̄z̄z̄ − 3c1r

>
z v1 − 3c1r

>v1z + 3c2v2M0r
>
z̄ + 3c1r

>v3 + 3c2v4M0r
>

−3c2D
−1
z

{
v2M0r

>q− r>qM0v2
}
M0r

> = 0,

v1z̄ = (qM0r
>)z, v2z = (r>q)z̄, v3z̄ = (qzM0r

>)z + [qM0r
>, v1], v4z = (r>z̄ q)z̄.

Покладаючи c1 = −c2 = 1 та, враховуючи, що z = x+ iy, отримаємо систему

α3qt3 +
1

4
(qxxx − 3qxyy)−

3

2
v1(qx − iqy)−

3

2
(qx + iqy)M0v2 −

3

2
qM0(v2x + iv2y)− 3v3q

+3qM0v4 − 3qD−1
z

{
M0r

>qM0v2 −M0v2M0r
>q

}
= 0,

α3r
>
t3
+
1

4
(r>xxx−3r>xyy)−

3

2
(r>x −ir>y )v1−

3

2
r>(v1x−iv1y)−

3

2
v2M0(r

>
x +ir>y )+3r>v3−3v4M0r

>

−3D−1
z

{
v2M0r

>q− r>qM0v2
}
M0r

> = 0,

v1x + iv1y = (qM0r
>)x − i(qM0r

>)y, v2x − iv2y = (r>q)x + i(r>q)y,

v3x + iv3y =
1

2
((qx − iqy)M0r

>)x −
i

2
((qx − iqy)M0r

>)y + 2[qM0r
>, v1],

v4x − iv4y =
1

2
((r>x + ir>y )q)x +

i

2
((r>x + ir>y )q)y. (42)

Розглянемо двi редукцiї останньої системи:
1). При α3 ∈ R, N = M для системи (42) допустима редукцiя M0r

> = q̄, а система
(42) при цьому набуде такого вигляду

α3qt3 +
1

4
(qxxx − 3qxyy)−

3

2
v1(qx − iqy)−

3

2
(qx + iqy)v̄1 −

3

2
q(v̄1x + iv̄1y)− 3v3q+3qv̄3 = 0,

v1x + iv1y = (qq̄)x − i(qq̄)y,

v3x + iv3y =
1

2
((qx − iqy)q̄)x −

i

2
((qx − iqy)q̄)y + 2[qq̄, v1].

2). Накладемо редукцiю qM0 = ν, де ν – стала матриця. Пiсля замiни u := νr>

система (42) набуде вигляду

(
D−1

z̄ {[u, v1]}+D−1
z {[u, v2]}

)
ν = 0,

α3ut3 +
1
4
(uxxx − 3uxyy)− 3

2
(ux − iuy)v1

−3
2
u(v1x − iv1y)− 3

2
v2(ux + iuy) + 3uD−1

z̄ {[u, v1]}
−3

4
D−1

z {uxx − uyy + 2iuxy}u− 3D−1
z {[v2, u]}u = 0,

v1x + iv1y = ux − iuy,

v2x − iv2y = ux + iuy.

В скалярному випадку система (4) виглядатиме так
α3ut3 +

1
4
(uxxx − 3uxyy)− 3

4
(ux − iuy)D

−1
z̄ {ux − iuy}

−3
4
(ux + iuy)D

−1
z {ux + iuy} − 3

2
uD−1

z {uxx − uyy} = 0,

v1x + iv1y = ux − iuy, v2x − iv2y = ux + iuy.

(43)

Рiвняння (43) є рiвняннями Вєсєлова-Новiкова [1], а система (4) є їх матричним уза-
гальненням.
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5 Iнтегро-диференцiальнi зображення Лакса для просторово-
двовимiрного матричного узагальнення моделi Чена-Лi-Лю

Розглянемо формальнi iнтегро-диференцiальнi вирази:

L1 = ∂y − qM0D
−1r>D, (44)

M2 = α2∂t2 − c1D
2 − c2∂

2
y + 2c1S1D + 2c2qM0D

−1∂yr
>D. (45)

де q = q(x, y, t2), r = r(x, y, t2) та S1 = S1(x, y, t2) – матричнi функцiї розмiрностей
N ×M та N ×N вiдповiдно; M0 – стала матриця розмiрностi M ×M .

Умова [L1,M2] = 0 еквiвалентна системi рiвнянь:
α2qt2 − c1qxx − c2qyy + 2c1S1qx − 2c2qM0S2 + 2c2qM0(r

>q)y = 0,(
α2r

>
t2
+ c1r

>
xx + c2r

>
yy + 2c1r

>
x S1 + 2c2S2M0r

>)
x
= 0,

S1y = (qM0r
>)x + [qM0r

>, S1], S2x = (r>x q)y.

(46)

Система (46) є матричним просторово-двовимiрним узагальненням системи Чена-
Лi-Лю [19].

Розглянемо можливi редукцiї системи (46):
1). c2 = 0: 

α2qt2 − c1qxx + 2c1S1qx = 0,(
α2r

>
t2
+ c1r

>
xx + 2c1r

>
x S1

)
x
= 0,

S1y = (qM0r
>)x + [qM0r

>, S1].

2). c1 = 0: 
α2qt2 − c2qyy − 2c2qM0S2 + 2c2qM0(r

>q)y = 0,(
α2r

>
t2
+ c2r

>
yy + 2c2S2M0r

>)
x
= 0,

S2x = (r>x q)y.

3). При додаткових умовах α2 ∈ iR, c1, c2 ∈ R, M0 = −M∗
0, r> = q∗, S1 = S∗

1

формальнi вирази L1 (44) та M2 (45) будуть D-косоермiтовим (L∗
1 = −DL1D

−1) та
D-ермiтовим (M∗

2 = DM2D
−1) вiдповiдно i матимуть вигляд

L1 = ∂y − qM0D
−1q∗D,

M2 = α2∂t2 − c1D
2 − c2∂

2
y + 2c1S1D + 2c2qM0D

−1∂yq
∗D,

а система (46) виглядатиме так:{
α2qt2 − c1qxx − c2qyy + 2c1S1qx − 2c2qM0S2 + 2c2qM0(q

∗q)y = 0,

S1y = (qM0q
∗)x + [qM0q

∗, S1], S2x = (q∗
xq)y.

(47)

В скалярному випадку (N = M = 1) при c1 = 1, c2 = 0, y = x, µ := M0, q =

q(x, y, t2) := q(x, y, t2) ми отримаємо з системи (47) модель Чена-Лi-Лю [19]

α2qt2 − qxx + 2µ|q|2qx = 0.
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4). При редукцiї M0r
> = ν, де ν – стала матриця, формальнi вирази L1 (44) та M1

(45) будуть диференцiальними, а система (46) пiсля замiни u := qν матиме вигляд{
α2ut2 − c1uxx − c2uyy + 2c1S1ux + 2c2uuy = 0,

S1y = ux + [u, S1].
(48)

Система (48) є матричним просторово-двовимiрним узагальненням рiвняння Бюргерса.
Ми розглянемо детальнiше це рiвняння та побудову його розв’язкiв у наступному роз-
дiлi.

Для побудови вищої симетрiї просторово-двовимiрного узагальнення рiвняння Чена-
Лi-Лю розглянемо такi формальнi iнтегро-диференцiальнi вирази:

L1 = ∂y − qD−1M0r
>D, (49)

M3 = α3∂t3 + c1D
3 − c2∂

3
y − 3c1v1D

2 − 3c1v3D + 3c2qyM0D
−1∂yr

>D

+3c2qM0D
−1∂yr

>∂yD − 3c2qM0∂yD
−1r>DqM0D

−1r>D

+3c2qM0D
−1{r>qx}yD−1M0r

>D, (50)

де q = q(x, y, t3), r = r(x, y, t3) та v1 = v1(x, y, t3), v3 = v3(x, y, t3) – матричнi функцiї
розмiрностi N×M та N×N вiдповiдно, M0 – стала (M×M)-матриця. Умова [L1,M3] = 0

еквiвалентна системi рiвнянь

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qxx − 3c1v3qx + 3c2qyM0D
−1{r>qx}y

+3c2qM0D
−1{r>qxy}y − 3c2qM0D

−1
{
r>qxM0D

−1{r>qx}y −D−1{r>qx}yM0r
>qx

}
−3c2qM0D

−1{r>qM0r
>qx}y = 0,

( α3r
>
t3
+ c1r

>
xxx − c2r

>
yyy + 3c1(r

>
x v1)x − 3c1r

>
x v3 − 3c2D

−1{r>x q}yM0r
>
y

−3c2D
−1{r>xyq}yM0r

> − 3c2D
−1

{
D−1{r>x q}yM0r

>
x q− r>x qM0D

−1{r>x q}y
}
M0r

>

−3c2D
−1{r>x qM0r

>q}yM0r
> )x = 0,

v1y = (qM0r
>)x − [v1,qM0r

>],

v3y = (qxM0r
>)x −

{
2v1qxM0r

> + v1qM0r
>
x + qM0r

>
x v1

}
− [v3,qM0r

>]. (51)

1). При додаткових умовах α3 ∈ R, c1, c2 ∈ R, M0 = −M∗
0, r> = q∗, v1 = v∗1, v3+v∗3 =

v1x, формальнi вирази L1 (49) та M3 (50) будуть D-косоермiтовими (L∗
1 = −DL1D

−1,
M∗

3 = −DM3D
−1), а система (51) матиме вигляд

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qxx − 3c1v3qx + 3c2qyM0D
−1{q∗qx}y

+3c2qM0D
−1{q∗qxy}y − 3c2qM0D

−1
{
q∗qxM0D

−1{q∗qx}y −D−1{q∗qx}yM0q
∗qx

}
−3c2qM0D

−1{q∗qM0q
∗qx}y = 0,

v1y = (qM0q
∗)x − [v1,qM0q

∗],

v3y = (qxM0q
∗)x − {2v1qxM0q

∗ + v1qM0q
∗
x + qM0q

∗
xv1} − [v3,qM0q

∗]. (52)
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У векторному випадку (q – вектор, тобто M = 1), система (52) матиме такий вигляд

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qxx − 3c1v3qx + 3c2qyM0D
−1{q∗qx}y

+3c2qM0D
−1{q∗qxy}y − 3c2qM0D

−1
{
q∗qxM0D

−1{q∗qx}y −D−1{q∗qx}yM0q
∗qx

}
−3c2qM0D

−1{q∗qM0q
∗qx}y = 0,

v1y = (qM0q
∗)x,

v3y = (qxM0q
∗)x − 2v1(qxM0q

∗ + qM0q
∗
x). (53)

В скалярному випадку (N = 1, M = 1, M0 =: µ, q = q(x, y, t3) := q(x, y, t3)) система
(53) виглядатиме так:

α3qt3 + c1qxxx − c2qyyy − 3c1v1qxx − 3c1v3qx + 3µc2qyD
−1{q̄qx}y+

+3c2µqD
−1{q̄qxy}y − 3c2µ

2qD−1{|q|2q̄qx}y = 0,

v1y = µ(|q|2)x,

v3y = µ(qxq̄)x − 2µv1(|q|2)x. (54)

При c1 = 1, c2 = 0, y з системи (54) отримаємо вищу симетрiю рiвняння Чена-Лi-Лю:

α3qt3 + qxxx − 3µ|q|2qxx − 3µq̄q2x + 3µ2|q|4qx = 0.

2). При редукцiї M0r
> = ν формальний вираз L1 (49) буде диференцiальним, а

система (51) пiсля замiни u := qν матиме вигляд

α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1v1uxx − 3c1v3ux + 3c2u
2
y + 3c2uuyy − 3c2u

2uy = 0,

v1y = ux − [v1, u],

v3y = uxx − 2v1ux − [v3, u]. (55)

Рiвняння (55) є вищою симетрiєю матричного просторово-двовимiрного рiвянння
Бюргерса, яка розглядатиметься детальнiше у наступному роздiлi.

6 Узагальнення рiвняння Бюргерса та їх розв’язки

У цьому роздiлi ми розглянемо два матричнi рiзновиди просторово-двовимiрних уза-
гальнень рiвняння Бюргерса. А саме, систему (48) та рiвняння такого вигляду:{

α2ut2 − c1uxx − c2uyy + 2c1uxS1 + 2c2uyu = 0,

S1y = ux + [u, S1].
(56)
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Твердження 6.1. Нехай T := T (x, y, t2) – (N×N)-матрична функцiя, яка задовольняє
рiвняння

α2Tt2 = c1Txx + c2Tyy. (57)

Тодi:
1. N × N матричнi функцiї u := −T−1Ty та S1 = −T−1Tx задовольняють матричне

просторово-двовимiрне рiвняння Бюргерса (48).
2. N × N матричнi функцiї u := −TyT

−1 та S1 = −TxT
−1 задовольняють матричне

просторово-двовимiрне рiвняння Бюргерса (56).

Розглянемо тепер такi узагальнення рiвняння Бюргерса:{
α2ut2 − c1uxx − c2uyy + 2c1S1ux + 2c2uuy = 0,

α2S1t2 − c1S1xx − c2S1yy + 2c1S1S1x + 2c2uS1y = 0.
(58)

{
α2ut2 − c1uxx − c2uyy + 2c1uxS1 + 2c2uyu = 0,

α2S1t2 − c1S1xx − c2S1yy + 2c1S1xS1 + 2c2S1yu = 0.
(59)

У випадку N > 1 розв’язки систем (58) та (59) будуть також розв’язками систем
(48) та (56) вiдповiдно. У цьому неважко переконатись, продиференцiювавши друге рiв-
няння системи (48) за змiнною t2 та використавши обидва рiвняння системи (58). Ана-
логiчним чином встановлюється зв’язок мiж (56) та (59). Зауважимо, що функцiї u та
S1, введенi в Твердженнi 6.1, будуть також розв’язками рiвнянь (58) та (59) вiдповiдно.
Узагальнення рiвнянь (58), (59) та пiдстановок типу Хопфа-Коула на (n+ 1)-вимiрний
випадок проведено у Твердженнi 6.2.

В скалярному випадку (N = 1) усi чотири рiвняння (48), (56), (58), (59) будуть
еквiвалентними. Тобто, множини їх розв’язкiв збiгатимуться. Це можна перевiрити,
продиференцiювавши друге рiвняння системи (48) за змiнною t2 та проiнтегрувавши за
змiнною y.

Матричне рiвняння Бюргерса (58) допускають природнє узагальнення на (n + 1) -
вимiрний випадок:

α2(Sk)t2 −
n∑

i=1

ci(Sk)xixi
+ 2

n∑
i=1

ciSi(Sk)xi
= 0, k = 1, n, (60)

де Sk = Sk(t2, x1, . . . , xn) — (N ×N)-матричнi функцiї.
Аналогiчним чином узагальнюється рiвняння (59):

α2(Sk)t2 −
n∑

i=1

ci(Sk)xixi
+ 2

n∑
i=1

ci(Sk)xi
Si = 0, k = 1, n. (61)

Рiвняння (60) можна записати i в бiльш компактнiй формi:

α2St2 = ∆2S− 2S∇1S, (62)

де S = (S1, . . . , Sn), ∆2 =
∑n

i=1 ci∂
2
xi

, ∇1 = (c1∂x1 , . . . , cn∂xn)
>.



140 Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I.

Подiбним чином можна записати рiвняння (61):

α2S̃t2 = ∆2S̃− 2(∇1S̃
>)>S̃, (63)

де S̃ =

 S1

...
Sn

. Для систем (62) та (63) iснує аналог лiнеаризуючої пiдстановки Хопфа-

Коула. А саме, справедливе таке твердження:

Твердження 6.2. Нехай функцiя T задовольняє систему α2Tt2 = ∆2T. Тодi функцiї

S := −(T−1Tx1 , . . . , T
−1Txn) та S̃ := −

 Tx1T
−1

...
TxnT

−1

 задовольнятимуть рiвняння (62) та

(63) вiдповiдно.

Тепер перейдемо до вищої симетрiї просторово-двовимiрного рiвняння Бюргерса (55)
α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1v1uxx − 3c1v3ux + 3c2u

2
y + 3c2uuyy − 3c2u

2uy = 0,

v1y = ux − [v1, u],

v3y = uxx − 2v1ux − [v3, u].

(64)

Для системи (64) допустима редукцiя: v3 = v1x−v21, пiсля якої вона набуває вигляду{
α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1v1uxx − 3c1(v1x − v21)ux + 3c2u

2
y + 3c2uuyy−3c2u

2uy=0,

v1y = ux − [v1, u].
(65)

По аналогiї з просторово-двовимiрними узагальненнями рiвняння Бюргерса другого
порядку, розглянемо ще одне рiвняння типу Бюргерса третього порядку{

α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1uxxv1 − 3c1ux(v1x − v21) + 3c2uy(uy − u2) + 3c2uyyu = 0,

v1y = ux − [v1, u].
(66)

Має мiсце аналог твердження 6.1 для рiвнянь (65), (66):

Твердження 6.3. Нехай T := T (x, y, t3) — (N×N)-матрична функцiя, яка задовольняє
рiвняння α3Tt3 + c1Txxx − c2Tyyy = 0. Тодi:

1. N × N матричнi функцiї u := −T−1Ty та v1 = −T−1Tx задовольняють матричне
просторово-двовимiрне рiвняння Бюргерса (65).

2. N × N матричнi функцiї u := −TyT
−1 та S1 = −TxT

−1 задовольняють матричне
просторово-двовимiрне рiвняння Бюргерса (66).

Розглянемо такi два матричнi узагальнення рiвняння типу Бюргерса третього по-
рядку:

{
α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1v1uxx − 3c1(v1x − v21)ux + 3c2uuyy + 3c2(uy − u2)uy = 0,

α3v1t3 +c1v1xxx − c2v1yyy − 3c1v1v1xx − 3c1(v1x − v21)v1x + 3c2uv1yy + 3c2(uy − u2)v1y=0.
(67)
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{
α3ut3 + c1uxxx − c2uyyy − 3c1uxxv1 − 3c1ux(v1x − v21) + 3c2uyyu+ 3c2uy(uy − u2) = 0,

α3v1t3 +c1v1xxx−c2v1yyy −3c1v1xxv1 −3c1v1x(v1x − v21) + 3c2v1yyu+ 3c2v1y(uy − u2) = 0.
(68)

У випадку N > 1 розв’язки систем (67) та (68) будуть також розв’язками систем (65)
та (66) вiдповiдно. Це перевiряється аналогiчним чином як i для рiвнянь типу Бюргерса
другого порядку.

В скалярному випадку (N = 1) рiвняння (65), (66), (67) та (68) будуть еквiвалент-
ними.

Узагальнення на (n+1)-вимiрний випадок матричних рiвнянь Бюргерса (67) та (68)
мають вигляд

α3(vk)t3 +
n∑

i=1

ci(vk)xixixi
− 3

n∑
i=1

civi(vk)xixi
− 3

n∑
i=1

ci(vixi
− v2i )vkxi

= 0, k = 1, n, (69)

α3(vk)t3 +
n∑

i=1

ci(vk)xixixi
− 3

n∑
i=1

ci(vk)xixi
vi − 3

n∑
i=1

civkxi
(vixi

− v2i ) = 0, k = 1, n, (70)

де vk = vk(t3, x1, . . . , xn) — (N ×N)-матричнi функцiї.
Скорочена форма запису рiвнянь (69) виглядає так:

α3vt3 +∆3v − 3v∇2v − 3u∇1v = 0, (71)

де v = (v1, . . . , vn), ∆3 =
∑n

i=1 ci∂
3
xi

, ∇2 = (c1∂
2
x1
, . . . , cn∂

2
xn
)>, ∇1 = (c1∂x1 , . . . , cn∂xn)

>,
u = (v1x1 − v21, . . . , vnxn − v2n)

Аналогiчним чином можна записати рiвняння (70):

α3ṽt3 +∆3ṽ − 3(∇2ṽ
>)>ṽ − 3(∇1ṽ

>)>ũ = 0, (72)

де ṽ =

 v1
...
vn

, ũ =

 v1x1 − v21
...

vnxn − v2n

.

Як i для (n+1)-вимiрних рiвнянь типу Бюргерса другого порядку (див. Твердження
6.2), для рiвнянь (71) та (72) теж iснує аналог пiдстановки Хопфа-Коула, тобто, спра-
ведливе твердження:

Твердження 6.4. Нехай функцiя T задовольняє систему:

α3Tt3 +∆3T = 0. (73)

Тодi функцiї v := −(T−1Tx1 , . . . , T
−1Txn) та ṽ := −

 Tx1T
−1

...
TxnT

−1

 задовольнятимуть рiв-

няння (71) та (72) вiдповiдно.
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7 Заключнi зауваження

1. Метод iнтегральних перетворень (бiнарних перетворень типу Дарбу, тощо) як ме-
тод побудови точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь був запропонований спочатку для
систем з диференцiальним зображенням Лакса [6, 9, 10, 11, 12, 29]. Адаптацiї цього
методу на випадок iнтегро-диференцiального оператора Лакса в розмiрностях (1+1) та
(2+1) присвячено роботи [13, 14, 34]. Для зображень Лакса, запропонованих в цiй робо-
тi, в яких обидва оператори є iнтегро-диференцiальними, метод бiнарних перетворень
потребує подальшого розвинення.

2. Рiзноманiтнi (просторовi, матричнi, тощо) узагальнення класичного рiвняння Бю-
ргерса цiкавi тiсним зв’язком з моделями, iнтегровними методом оберненої задачi. Зо-
крема, в роботах [4, 8] рiвняння (56) та (65) в (1+1)-вимiрному випадку використову-
валися для побудови точних розв’язкiв рiвняння Кадомцева-Петвiашвiлi, системи Девi-
Стюартсона, їх матричних узагальнень, а також для знаходження розв’язкiв iнших
моделей теорiї солiтонiв. В роботi [15] показаний зв’язок мiж перетворенням типу Хо-
пфа-Коула для матричних узагальнень рiвняння Бюргерса та диференцiальним опера-
тором перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва. Окремо стоїть питання побудови точних
розв’язкiв для рiвнянь типу Бюргерса [23, 25, 33], важливих також з точки зору їх
фiзичних застосувань [3]. Можна показати, що пiдстановки типу Хопфа-Коула (див.
Твердження 6.1–6.4) є частковим (локальним) випадком iнтегральних бiнарних пере-
творень, а вiдповiднi рiвняння типу Бюргерса є частковим випадком бiльш загальних
нелiнiйних систем, якi допускають “пряму лiнеаризацiю” [29].

Лiтература

1. Веселов А.П., Новиков С.П. Конечнозонные двумерные операторы Шрёдингера. Потенциальные
операторы // Докл. АН СССР. — 1984. — Т.279, №4. — С. 784–788.

2. Захаров А.В., Шабат А.Б. Схема интегрирования нелинейных уравнений математической физи-
ки методом обратной задачи рассеяния. I // Функциональный анализ и его приложения. — Т.8,
Вып. 3. — 1974. — С. 43–53.

3. Кудрявцев А.Г., Сапожников О.А. Получение точных решений неоднородного уравнения Бюргерса
с использованием преобразования Дарбу // Акустический журнал. — 2011. — Т.57, №3. — С. 313–
322.

4. Марченко В.А. Нелинейные уравнения и операторные алгебры. — Киев: Наук. думка, 1986. — 156
с.

5. Митропольський Ю.О., Самойленко В.Г, Сидоренко Ю.М. Просторово-двовимiрне узагальнення
iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi з нелокальними в’язями // Доповiдi НАН України. — 1999. —
№9. — C. 19–23.

6. Починайко М.Д., Сидоренко Ю.М. Iнтегрування деяких (2 + 1)-вимiрних iнтегровних систем
методами оберненої задачi розсiяння та бiнарних перетворень Дарбу // Математичнi студiї. —
2003. — Т.20, №2. — С. 119–132.

7. Самойленко А.М., Самойленко В.Г, Сидоренко Ю.М. Iєрархiя рiвнянь Кадомцева-Петвiашвiлi з
нелокальними в’язями: Багатовимiрнi узагальнення та точнi розв’язки редукованих систем //
Укр. мат. журн. — 1999. — Т.51, №1. — C. 78–97.



Матричнi узагальнення iнтегровних систем 143

8. Самойленко В.Г., Сидоренко Ю.М. Iєрархiя матричних рiвнянь Бюргерса i iнтегровнi редукцiї в
системi Девi-Стюардсона // Укр. мат. журн. — 1998. — Т.50, №2. — C. 252–264.

9. Сидоренко Ю.М. Нелокальнi редукцiї в системах, iнтегровних методом оберненої задачi // Не-
линейные краевые задачи мат.физики и их прилож. Киев: Ин-т математики НАН Украины. —
1998. — C. 199–202.

10. Сидоренко Ю.М. Про узагальнення τ–функцiї для iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi // Вiсн. Київ-
ського ун-ту. Сер. математика i механiка. — 1998. — C. 40–49.

11. Cидоренко Ю.М. Бiнарнi перетворення i (2 + 1)-вимiрнi iнтегровнi системи // Укр. мат. журн.
— 2002. — Т.54, №11. — C. 1531–1550.

12. Сидоренко Ю.М., Гвоздева Е.В. Бинарные преобразования общих уравнений Лакса-Захарова-
Шабата // Нелинейные краев. задачи мат. физики и их прилож. — Киев: Ин-т математики НАН
Украины. — 1999. — C. 220–224.

13. Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I. Бiнарнi перетворення просторово-двовимiрних iнтегро-
диференцiальних операторiв i рiвнянь Лакса // Вiсн. Київського нацiон. ун-ту. Сер. математика i
механiка. — 2009. — Вип. 22. — С. 32–35.

14. Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I. Iнтегрування скалярної iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi
методом iнтегральних перетворень типу Дарбу // Вiсн. Львiвського ун-ту. Серiя механiко-
математична. — 2011. — Вип. 75. — С. 10–54.

15. Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I. Метод проектування i перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва
// Математичний вiсник НТШ. — 2012. — Том 9. (прийнята до друку).

16. Шабат A.Б. Энциклопедия интегрируемых систем. — Москва: Институт теоретической физики им.
Л.Д. Ландау, 2008. — 454 c.

17. Athorne C., Fordy A.P. Integrable equations in (2 + 1)-dimensions associated with symmetric and
homogeneous spaces, J. Math. Phys., 28 (1987), 2018–2024.

18. Blaszak M. Multi-Hamiltonian Theory of Dynamical Systems, Springer-Verlag, 1998.

19. Chen H.H., Lee Y.C., Liu C.S. Integrability of nonlinear Hamiltonian systems by inverse scattering
method, Physica Scr., 20 (1979), 490–492.

20. Cheng Yi. Constrained of the Kadomtsev-Petviashvili hierarchy, J. Math. Phys., 33 (1992), 3774–3787.

21. Davey A., Stewartson K. On three dimensional packets of surface waves, Proc. R. Soc., 338, 1613 (1974),
101–110.

22. Dickey L.A. Soliton equations and Hamiltonian systems, Adv. Ser. in Math. Phys., 12 (1991).

23. Fletcher C.A.J. Generating exact solutions of the two-dimensional Burgers’ equations, Int. J. Numer.
Meth. Fluids, 3 (1983), 213–216.

24. Fokas A.S. On the simplest integrable equation in 2 + 1, Inverse Problems, 10 (1994), 19–22.

25. Guoliang Cai, Kun Ma, Xiaofen Tang, Fengyun Zhang. New exact Traveling Wave Solutions of the
(2 + 1)-dimension Burgers Equations, Internat. J. of Nonlinear Science, 6, 2 (2008), 185–192.

26. Konopelchenko B., Sidorenko Yu., Strampp W. (1+1)-dimensional integrable systems as symmetry
constraints of (2 + 1)-dimensional systems, Phys. Lett. A., 157 (1991), 17–21.

27. Mikhailov A.V., Shabat A.B., Sokolov V.V. The symmetry approach to classification of integrable equati-
ons In: What is Integrability?, New York: Springer Verlag, (1990), 115–184.

28. Nizhnik L., Integration of multidimensional nonlinear equations by inverse scattering method, Dokl.
Akad. Nauk SSSR, 254 (1980), 332–335.



144 Сидоренко Ю.М., Чвартацький О.I.

29. Samoilenko V.H., Sidorenko Yu.M., Buonanno L., Matarazzo G. Explicit solutions of nonlinear evolution
equations via nonlocal reductions approach, Proceedings of Institute of Math. of NAS of Ukraine, 30, II
(2000), 406–410.

30. Santini P.M. Integrable nonlinear evolution equations with constraints: I, Inverse Problem, 8 (1992),
285–301.

31. Sidorenko Yu., Strampp W. Multicomponent integrable reductions in Kadomtsev-Petviashvilli hierarchy,
J. Math. Phys., 34, 4 (1993), 1429–1446.

32. Sidorenko Yu., Strampp W. Symmetry constraints of the KP-hierarchy, Inverse Problems, 7 (1991),
L37–L43.

33. Srinivasa Ch. Rao, Engu Satyanarayana. Solutions of Burgers Equation, International Journal of Nonli-
near Science, 9, 3 (2010), 290–295.

34. Sydorenko Yu. Generalized Binary Darboux-like Theorem for Constrained Kadomtsev-Petviashvili (cKP)
Flows, Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, 50, 1 (2004), 470–477.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

Львiв, Україна

e-mail: y_sydorenko@franko.lviv.ua

Надiйшло 12.04.2012

Sydorenko Yu.M., Chvartatskyi O.I. Matrix generalizations of integrable systems with Lax

integro-differential representations, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 125–

144.

We found matrix integro-differential Lax representations for Davey-Stewartson systems (DS-

I, DS-II, DS-III), (2+1)-dimensional generalizations of Chen-Lee-Liu equation and its higher

symmetries. In particular, we obtain (2+1)-dimensional generalizations of modified Korteweg-

de Vries equation, Nizhnik equation and so etc. We also propose some matrix multidimensional

generalizations of Burgers equation.
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тегро-дифференциальными представлениями Лакса // Карпатские математические пуб-
ликации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 125–144.

Найдены матричные интегро-дифференциальные представления Лакса для моделей
Дэви-Стюартсона (DS-I, DS-II, DS-III), пространственно-двумерных обобщений уравнения
Чена-Ли-Лю и их высших симметрий. А именно, модифицированных уравнений Корте-
вега- де Фриза, Нижника и т.д. Приведены некоторые матричные многомерные обобщения
уравнения Бюргерса.


