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В цiй роботi узагальнюється побудова функцiонального числення для сильно неперерв-
них напiвгруп операторiв в алгебрi розподiлiв Шварца на довiльний конус. Дослiджується
окремий випадок векторнозначного числення на основi модифiкацiї операторного перетво-
рення Фур’є.

1 Термiнологiя, основнi позначення та додатковi твердження

В статтi [2] побудовано функцiональне числення вiд генераторiв n-параметричних
(Co)-напiвгруп операторiв в алгебрi узагальнених функцiй з носiями в додатному n-
вимiрному кутi. В цiй роботi узагальнюється функцiональне числення на довiльний
конус i розглядається окремий випадок векторнозначного операторного числення на
основi модифiкацiї формули операторного перетворення Фур’є.

Введемо допомiжнi позначення та твердження, якi використовуються в данiй статтi.
Розглянемо класичну двоїстiсть 〈D′(Rn), D(Rn)〉. Як звичайно, D(Rn) – простiр нескiн-
ченно диференцiйованих функцiй ϕ(t) з компактними носiями suppϕ ⊂ Rn, D′(Rn) –
спряжений до D(Rn) простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв, введений Л.Шварцом
в [8, 9]. Позначимо через Γ – довiльний замкнений гострий тiлесний конус. Всюди далi
D′

Γ – пiдпростiр в D′(Rn) тих розподiлiв f, носiї яких supp f мiстяться в Γ. Поляра
пiдпростору D′

Γ вiдносно класичної двоїстостi 〈D′(Rn), D(Rn)〉 має вигляд

(D′
Γ)o = {ϕ ∈ D(Rn) : suppϕ ⊂ Rn \ Γ} .

Бiлiнiйна форма D′
Γ × D(Rn)/(D′

Γ)o 3 (f, ϕΓ) → 〈f, ϕ〉 ∈ C, ϕ ∈ ϕΓ, iндукована
двоїстiстю 〈D′(Rn), D(Rn)〉, ставить простори D′

Γ i D(Rn)/(D′
Γ)o у двоїстiсть, де через

ϕΓ ∈ D(Rn)/(D′
Γ)o позначаємо клас еквiвалентностi з представником ϕ ∈ D(Rn). Якщо

вiдповiдно λΓ(t) =

{
1, t ∈ Γ,

0, t /∈ Γ,
% : ϕ → ϕΓ := λΓ · ϕ є характеристичною функцiєю
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конуса Γ i оператором множення на неї, то фактор-вiдображення D(Rn) → D(Rn)/(D′
Γ)o

реалiзується формулою:

% : D(Rn) 3 ϕ → ϕΓ ∈ D(Rn)/(D′
Γ)o

i обернене вiдображення %−1 : D(Rn)/(D′
Γ)o 3 ϕΓ → ϕ ∈ D(Rn) є багатозначним лiнiй-

ним вiдображенням.
Визначимо множину Γν як перетин довiльного конуса Γ iз замкненою кулею радiуса

ν i поставимо у вiдповiднiсть кожнiй множинi Γν простiр функцiй

DΓν = {ψ(τ) = λΓ(t)ϕ(t), ϕ(t) ∈ D(Rn), suppϕ ∩ Γ ⊂ Γν} .

Зрозумiло, що suppψ ⊂ Γν для кожної функцiї ψ ∈ DΓν . Топологiю в DΓν задаємо за
допомогою норм

‖ψ‖ν, m =
∑

|k|≤m

1

k!
sup
τ∈Γν

|∂kψ(τ)|,

де ∂k = ∂k1
1 . . . ∂kn

n , ∂
kj

j = ∂kj

∂t
kj
j

, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+. При ν < µ вкладення DΓν ⊂ DΓµ є

неперервними, тому можна визначити iндуктивну границю

DΓ =
⋃
ν

DΓν = lim ind
ν→∞

DΓν .

В статтi [1] доведено, що простори DΓ i D(R)/(D′
Γ)o є топологiчно iзоморфними.

Надалi будемо розглядати дуальну пару 〈D′
Γ, DΓ〉, де DΓ – простiр функцiй, озна-

чений вище. В статтi [1] доведено, що простiр DΓ є монтелевим, борнологiчним (LF )-
простором. Ядернiсть просторiв дуальної пари 〈D′

Γ, DΓ〉 доведено в роботi [4]. Вiдомо
також (див. [4]), що простiр D′

Γ є алгеброю вiдносно операцiї згортки.
Перетворення Фур’є простору D(Rn) визначаємо за формулою

F : D(Rn) 3 ϕ → ϕ̂, ϕ̂(ξ) =

∫

Rn

ϕ(t)e−i(t, ξ)dt, ξ ∈ Rn.

Фур’є-образ простору D(Rn) позначаємо через D̂(Rn) = {ϕ̂ : ϕ ∈ D(Rn)}.
Визначимо фактор-вiдображення

%̂ : D̂(Rn) 3 ϕ̂ → ϕ̂Γ, D̂Γ := D̂(Rn)/K̂er %,

де K̂er % := F((D′
Γ)o). В [3] доведено, що оператор F = %̂◦F◦%−1 є лiнiйним i неперервним

з простору DΓ на простiр D̂Γ. Зауважимо, що на Фур’є-образ D̂Γ переносяться основнi
топологiчнi властивостi простору DΓ, тобто D̂Γ – бочковий, монтелевий i борнологi-
чний (LF )-простiр. Обернене перетворення Фур’є на просторi D̂Γ iснує i зображається
у виглядi F−1 ◦ %̂ = % ◦ F−1, де F−1 : D̂(Rn) → D(Rn) – обернене вiдображення до F .

Спряжене до оберненого перетворення Фур’є

F ∗ := (2π)n(F−1)′ : D′
Γ 3 f → f̂ ∈ D̂′

Γ, (1)



94 Соломко А.В.

де через D̂′
Γ позначено його образ з вiдповiдною iндукованою топологiєю простору D′

Γ,

визначаємо спiввiдношенням

〈f̂(ξ), ϕ̂Γ(ξ)〉 = (2π)n〈f(s), ϕΓ(s)〉, ϕΓ ∈ DΓ, s ∈ Γ, ξ ∈ Rn. (2)

Зазначимо, що формула (2) разом iз вiдображенням (1) визначає нову дуальну пару
〈D̂′

Γ, D̂Γ〉, крiм того простiр D̂′
Γ є алгеброю вiдносно звичайної поточкової операцiї мно-

ження (див. [3]).

2 Побудова операторного числення

Розглядаємо комплексний банаховий простiр {Y , ‖ · ‖} i простiр DΓ(Y) – фiнiтних
нескiнченно диференцiйованих Y-значних функцiй x(t) з носiями в конусi Γ з тополо-
гiєю, що визначається набором норм

‖x‖m =
∑

|k|≤m

1

k!
sup
t∈Γ

‖∂kx(t)‖.

З ядерностi простору DΓ та вiдомої теореми Гротендiка [7] про представлення тен-
зорного добутку двох повних просторiв, один з яких є ядерним, буде випливати топо-
логiчний iзоморфiзм просторiв DΓ(Y) та Y⊗̃DΓ, де ⊗̃ – поповнення тензорного добутку
просторiв в проективнiй топологiї.

Теорема 1. Для довiльного елемента x = x(t) ∈ DΓ(Y), t ∈ Γ, знайдеться число
ν > 0 таке, що x(t) ∈ Y⊗̃DΓν i x(t) можна подати у виглядi абсолютно збiжного ряду в
просторi Y⊗̃DΓν вигляду

x(t) =
∞∑

m=1

λmxm ⊗ (ϕm)Γ(t),

де
∑
m

|λm| < ∞ i послiдовностi {(ϕm)Γ} та {xm} прямують до нуля у просторах DΓν та

Y вiдповiдно.
Крiм того, справедливою є рiвнiсть

∂kx(t) =
∞∑

m=1

λmxm ⊗ ∂k(ϕm)Γ(t),∀k ∈ Zn
+.

Доведення. З представлення простору DΓ(Y) випливає, що для кожного x ∈ DΓ(Y)

iснує таке число ν > 0, що x ∈ Y⊗̃DΓν . Очевидно, що простори Y та DΓν є метризовними,
тому для довiльного елемента x ∈ Y⊗̃DΓν можна застосувати теорему [6, гл. III, т. 6.4]
про зображення елементiв поповнення проективного тензорного добутку метризовних
просторiв, що забезпечує нам розклад x(t) в ряд.

Виконання рiвностi ∂kx(t) =
∞∑

m=1

λmxm ⊗ ∂k(ϕm)Γ(t) слiдує iз абсолютної збiжностi
ряду. 2

Нехай IY – одиничний оператор, що дiє в банаховому просторi Y . Визначимо опера-
цiю крос-кореляцiї розподiлу f ∈ D′

Γ iз основною функцiєю ϕΓ ∈ DΓ за формулою

MfϕΓ(t) = λΓ〈f(s), ϕ(t + s)〉 = λΓ〈f(s), Tsϕ(t)〉 = 〈f(s), TsϕΓ(t)〉,
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де t ∈ Rn, s ∈ Γ, Ts ◦ % = % ◦ Ts. В [1] доведено, що вiдображення D′
Γ 3 f → Mf ∈ L(DΓ),

де L(DΓ) – алгебра лiнiйних неперервних вiдображень над простором DΓ з топологiєю
рiвномiрної збiжностi на компактах, здiйснює топологiчний iзоморфiзм згорткової ал-
гебри D′

Γ на комутант напiвгрупи операторiв {Ts}s∈Γ в алгебрi L(DΓ).

Оператор IY ⊗Mf належить простору лiнiйних неперервних вiдображень iз DΓ(Y)

в DΓ(Y) i дiє за формулою:

(IY ⊗Mf )x(t) =





∞∑
m=1

λmxm(Mf (ϕm)Γ)(t), t ∈ Γ,

0, t /∈ Γ.

Нехай Us : Γ 3 s → Us ∈ L(Y) – n-параметрична напiвгрупа класу (C0) над Y . Генера-
тори цiєї n-параметричної (C0)-напiвгрупи визначаються наступним чином:

∂jUsx|s=0 = −iAjx, x ∈ D(Aj), j = 1, . . . , n.

Припускаємо, що Aj є замкненими, щiльно визначеними операторами з областю визна-
чення D(Aj). Тодi оператор A = (A1, . . . , An) визначений над банаховим простором Y .

Розглянемо в DΓ(Y) пiдпростiр Do
Γ(Y) := {x(t) ∈ DΓ(Y) : x(0) = 0}.

Оскiльки для довiльного розподiлу f ∈ D′
Γ оператор IY ⊗Mf та оператор зсуву IY ⊗

Ts, s ∈ Γ вздовж конуса Γ належать простору L[Do
Γ(Y), DΓ(Y)] лiнiйних неперервних

вiдображень iз Do
Γ(Y) в DΓ(Y), то справедливою є наступна теорема.

Теорема 2. Для кожного розподiлу f ∈ D′
Γ оператор IY ⊗Mf є лiнiйним неперервним

перетворенням простору Do
Γ(Y) в DΓ(Y) i є ядерним оператором, що iнварiантний вiдно-

сно векторного оператора зсуву IY ⊗Ts. Навпаки, для кожного лiнiйного неперерв-ного
перетворення IY ⊗ K ∈ L[Do

Γ(Y), DΓ(Y)], яке iнварiантне вiдносно зсуву, iснує єдиний
розподiл f ∈ D′

Γ такий, що K = Mf для всiх x ∈ Do
Γ(Y).

Доведення. За означенням

(IY ⊗Mf )x(t) =
∞∑

m=1

λmxm(Mf (ϕm)Γ)(t) =
∞∑

m=1

λmxm〈f, Ts(ϕm)Γ〉,

де послiдовностi {xm}m∈N i {Ts(ϕm)Γ}m∈N прямують до нуля в Y та Do
Γ вiдповiдно. Тодi

в силу вiдомого критерiю ядерностi (див. [5, гл. Х, ст. 401]) випливає, що IY ⊗ Mf –
ядерний оператор.

Для довiльної функцiї x(t) ∈ Do
Γ(Y) та розподiлу f ∈ D′

Γ маємо:

(IY ⊗Mf ◦ Ts)x(t) =
∞∑

m=1

λmxm (Mf ◦ Ts(ϕm)Γ)(t) =

∞∑
m=1

λmxm (Ts ◦Mf (ϕm)Γ)(t) = (IY ⊗ Ts ◦Mf )x(t).

Навпаки, нехай для довiльної функцiї ϕΓ ∈ Do
Γ лiнiйний неперервний функцiонал

f : ϕΓ → (KϕΓ)(0) визначає розподiл f ∈ D′
Γ, якщо доозначити f на всьому Rn як то-

тожно нульовий функцiонал. Тодi для довiльної функцiї x(t) ∈ DΓ(Y) можна записати,
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що 〈f, x〉 = (IY ⊗ K)x(0) = (IY ⊗ Mf )x(0) (див. [4]). Якщо тепер в останню рiвнiсть
замiсть x(t) пiдставити функцiю (IY ⊗ Ts)x(t) i скористатися властивiстю iнварiантно-
стi, яка для оператора IY ⊗K виконується за умовою теореми, то отримаємо потрiбне
спiввiдношення (IY ⊗K)x(s) = (IY ⊗Mf )x(s), s ∈ Γ. 2

Визначимо вiдповiднi Фур’є-образи просторiв DΓ(Y) та Do
Γ(Y) вигляду

D̂Γ(Y) := {x̂ =

∫

Γ

Usx(s)ds : x(s) ∈ DΓ(Y)}

i

D̂o
Γ(Y) := {x̂ =

∫

Γ

Usx(s)ds : x(s) ∈ Do
Γ(Y)}.

Теорема 3. Якщо {Us : s ∈ Γ} – n-параметрична (C0)-напiвгрупа операторiв, то пiд-
простiр D̂o

Γ(Y) щiльний в банаховому просторi Y .

Доведення. Для довiльного m ∈ N iснує нескiнченно диференцiйована фiнiтна функцiя
ϕm = ϕm(s) з властивостями ϕm(s) ≥ 0, suppϕm ⊂ Γ 1

m
,

∫
Γ 1

m

ϕm(s)ds = 1. Для довiльного

y ∈ Y побудуємо в просторi D̂o
Γ(Y) послiдовнiсть ŷm, де ym = y ⊗ ϕm. Тодi

‖ŷm − y‖ = ‖
∫

Γ 1
m

ϕm(s)Usyds−
∫

Γ 1
m

ϕm(s)yds‖ ≤

∫

Γ 1
m

‖Usy − y‖ϕm(s)ds ≤ sup
s∈Γ 1

m

‖Usy − y‖.

Оскiльки {Us : s ∈ Γ} – n-параметрична (C0)-напiвгрупа, то для кожного елемента
y ∈ Y одержуємо sup

s∈Γ 1
m

‖Usy − y‖ → 0 при m →∞. Отже, lim
m→∞

ŷm = y для всiх y ∈ Y . 2

Нехай L[D̂o
Γ(Y), D̂Γ(Y)] – алгебра лiнiйних неперервних вiдображень iз пiдпростору

D̂o
Γ(Y) в D̂Γ(Y) з топологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах.

Теорема 4. Вiдображення

Φ : D̂′
Γ 3 f̂ → f̂(A) ∈ L[D̂o

Γ(Y), D̂Γ(Y)],

де лiнiйний оператор f̂(A) визначається формулою

f̂(A) : D̂o
Γ(Y) 3 x̂ → f̂(A)x̂ =

∫

Γ

(Us ⊗Mf )x(s)ds, (3)

є неперервним гомоморфiзмом алгебри D̂′
Γ в алгебру операторiв L[D̂o

Γ(Y), D̂Γ(Y)].
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Доведення. З теореми 1 випливає, що кожен елемент x(s) ∈ Do
Γ(Y) розкладається в

абсолютно-збiжний ряд x(s) =
∞∑

m=1

λmxm ⊗ (ϕm)Γ(s). Користуючись його абсолютною

збiжнiстю, а також неперервнiстю скалярної операцiї крос-кореляцiї Mf , приходимо до

висновку, що бiлiнiйне вiдображення D′
Γ × Do

Γ(Y) 3 (f, x) →
∞∑

m=1

λmxm · Mf (ϕm)Γ(s)

є нарiзно неперервним. Оскiльки Us є (Co)-напiвгрупою операторiв, то з властиво-
стей iнтегралу Бохнера буде випливати нарiзна неперервнiсть бiлiнiйного вiдображення
D′

Γ×Do
Γ(Y) 3 (f, x) → f̂(A)x̂. Узагальнене перетворення Фур’є F ∗ розподiлiв з простору

D′
Γ, а також вiдображення Do

Γ(Y) 3 x(s) → x̂ ∈ D̂o
Γ(Y) є топологiчним iзоморфiзмом [3],

тому бiлiнiйне вiдображення

ω : D̂′
Γ × D̂o

Γ(Y) 3 (f̂ , x̂) → f̂(A)x̂ ∈ L[D̂o
Γ(Y), D̂Γ(Y)] (4)

є теж нарiзно неперервним. Простiр D̂′
Γ – бочковий, а D̂o

Γ(Y) – бочковий, як iндуктивна
границя бочкових просторiв Фреше. Тому до вiдображення (4) можна застосувати тео-
рему Банаха-Штейнгауза, яка гарантує нам одностайну неперервнiсть вiдображення Φ.

Те, що вiдображення Φ здiйснює гомоморфiзм алгебр, випливає з теореми про то-
пологiчний iзоморфiзм алгебри D′

Γ комутанту напiвгрупи зсувiв [1] та властивостей
векто-рної операцiї крос-кореляцiї (див. [4]). 2

Наслiдок. Неперервний гомоморфiзм Φ задовольняє спiввiдношення:

∂̂l
jf(A)x̂ = (−iAj)

lf̂(A)x̂ = f̂(A)(−iAj)
lx̂, (5)

∂̂l
jδ(A)x̂ = (−iAj)

lx̂, l ∈ N, j = 1, . . . , n, (6)

де f ∈ D′
Γ, x̂ ∈ D̂o

Γ(Y), δ – функцiя Дiрака.

Доведення. Для довiльного розподiлу f ∈ D′
Γ та функцiї x̂ ∈ D̂o

Γ(Y), використовуючи
формулу (3) операторного числення, запишемо

∂̂l
jf(A)x̂ =

∫

Γ

(Us ⊗M∂l
jf )x(s)ds = (−1)l

∫

Γ

∞∑
m=1

λmUsxmMf∂
l
j(ϕm)Γ(s)ds =

(−1)l

∫

Γ

∞∑
m=1

λmUsxm∂l
jMf (ϕm)Γ(s)ds = (−1)l

∫

Γ

(Us ⊗ ∂l
jMf )x(s)ds.

Тодi за допомогою формального iнтегрування частинами останнього iнтеграла iз заува-
женням, що 〈f, ∂l

jx〉 = (IY ⊗ ∂l
jMf )x(0) = 0, отримаємо рiвнiсть (5).

Для доведення формули (6) в рiвнiсть (5) пiдставимо функцiю Дiрака. В такому
випадку для довiльної функцiї x̂ ∈ D̂o

Γ(Y) отримаємо

δ̂(A)x̂ =

∫

Γ

(Us ⊗Mδ)x(s)ds =

∫

Γ

∞∑
m=1

λmUsxmMδ(ϕm)Γ(s)ds =

∫

Γ

Usx(s)ds = x̂, s ∈ Γ.
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Пiдставивши знайдене значення в праву частину формули (5), одержимо виконання
рiвностi (6) 2

Розглянемо приклади застосування операторного числення, яке реалiзується фор-
мулою (3).

Приклад 1. В [3] доведено, що δ = λ̂Γ

(2π)n , де λΓ – характеристична функцiя конуса Γ.

Для n-параметричної (Co)-напiвгрупи {Us}s∈Γ використаємо позначення Us = e−i(s, A),

де s ∈ Γ i A – генератор цiєї напiвгрупи. Тодi для функцiї Дiрака δ ∈ D′
Γ запишемо

δ(A)x̂ =
1

(2π)n

∫

Γ

(Us ⊗MλΓ
)x(s)ds =

1

(2π)n

∫

Γ

∞∑
m=1

λme−i(s, A)xm ·MλΓ
(ϕm)Γ(s)ds =

1

(2π)n

∫

Γ

e−i(s, A)

∫

Γ

x(t + s)ds =

1

(2π)n

∫

Γ

∫

Γ

e−i(s, A)x(t + s)dsdt =
1

(2π)n

∫

Γ

̂x(t + s)dt.

Приклад 2. Застосуємо узагальнене перетворення Фур’є (1) до рiвностi λΓ ∗ ∂jδ =

∂jδ ∗ λΓ = δ, j = 1, . . . , n. Тодi отримаємо

δ · ∂̂jδ = ∂̂jδ · δ =
1

(2π)n
, j = 1, . . . , n.

Отже, функцiя Дiрака δ має в алгебрi D̂′
Γ обернений елемент (2π)n∂̂jδ. Використо-

вуючи основну теорему 4 операторного числення, робимо висновок, що для довiльної
функцiї ŷ ∈ D̂o

Γ(Y) рiвняння
(2π)n∂̂jδ(A)x̂ = ŷ

має єдиний розв’язок

x̂ = δ(A)ŷ =
1

(2π)n

∫

Γ

̂y(t + s)dt.
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В этой работе обобщается построение функционального исчисления для сильно непре-
рывных полугрупп операторов в алгебре распределенийШварца на любой конус. Исследу-
ется частичный случай векторнозначного исчисления с помощью модификации операто-
рного преобразования Фурье.


