
Карпатськi математичнi Carpathian Mathematical

публiкацiї. Т.1, №1 Publications. V.1, No.1

УДК 519.217.4

Осипчук М.М.

IСНУВАННЯ ДИФУЗIЙНИХ ПРОЦЕСIВ IЗ ЗАДАНИМИ

ЛОКАЛЬНИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Осипчук М.М. Iснування дифузiйних процесiв iз заданими локальними характеристика-
ми // Карпатськi математичнi публiкацiї. — 2009. — Т.1, №1. — C. 79–84.

У роботi наведенi результати, що стосуються iснування узагальнених дифузiйних про-
цесiв в сепарабельному гiльбертовому просторi iз заданими локальними характеристиками
– вектором переносу i оператором дифузiї. Розглянуто деякi властивостi таких процесiв
(еквiвалентнiсть мiр, зв’язок iз стохастичними диференцiальними рiвняннями).

Нехай P (t, x, Γ) (t ≥ 0, x ∈ Rm, Γ ∈ B (Rm)) — ймовiрнiсть переходу однорiдного
маркiвського процесу в Rm. Такий процес називається дифузiйним, якщо виконуються
наступнi умови [1]:

1. lim
t↓0

1

t

∫

|y−x|>ε

P (t, x, dy) = 0 при всiх ε > 0, x ∈ Rm;

2. Iснує така функцiя a : Rm → Rm, що

lim
t↓0

1

t

∫

|y−x|≤ε

(y − x, θ)P (t, x, dy) = (a(x), θ)

при всiх x, θ ∈ Rm;

3. Iснує така функцiя b : Rm → Ls(Rm), що

lim
t↓0

1

t

∫

|y−x|≤ε

(y − x, θ)2P (t, x, dy) = (b(x)θ, θ)

при всiх x, θ ∈ Rm.

При цьому функцiю a(x) прийнято називати вектором переносу, а функцiю b(x) — ма-
трицею (оператором) дифузiї, а їх сукупнiсть — локальними характеристиками дифу-
зiйного процесу.

Питання полягає в iснуваннi для заданих a(x) i b(x) такого дифузiйного процесу,
щоб цi функцiї були його вектором переносу та матрицею дифузiї вiдповiдно.

Класичним результатом, що дає вiдповiдь на це питання, є така теорема.
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Теорема 1. Якщо iснують константи K > 0, 0 < α < 1, 0 < C1 ≤ C2, для яких при
всiх x, y, θ ∈ Rm та i, j = 1, 2, . . . , m :

1. |bij(x)− bij(y)| ≤ K|x− y|α;

2. C1θ
2 ≤ (b(x)θ, θ) ≤ C2θ

2;

3. |ai(x)− ai(y)| ≤ K|x− y|α, |ai(x)| ≤ C2,

то iснує однорiдний дифузiйний процес з вектором переносу a(x) та оператором дифузiї,
що задається матрицею b(x).

Серед властивостей цього процесу слiд вiдмiтити те, що його ймовiрнiсть переходу
має щiльнiсть g(t, x, y), яка є фундаментальним розв’язком диференцiального рiвняння

∂u

∂t
=

m∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi

+
1

2

m∑
i,j=1

bij(x)
∂2u

∂xi∂xj

.

На шляху послаблення умов на локальнi характеристики дифузiйних процесiв (в
основному вектора переносу) лежить результат М.I.Портенка [2].

Теорема 2. Якщо функцiя b(x) така ж, як i в теоремi 1, а функцiя a(x) така, що при
деякому p > m

‖a‖p =

(∫

Rm

|a(x)|pdx

) 1
p

< +∞, (1)

то iснує (узагальнений) дифузiйний процес з локальними характеристиками a(x) i b(x).

Зауваження 1. Дифузiйний процес, iснування якого стверджується в теоремi 2, є
узагальненим в тому розумiннi, що границi з означення дифузiйного процесу iснують
в узагальненому розумiннi, тобто для кожної неперервної фiнiтної функцiї ϕ : Rm → R
мають мiсце рiвностi:

1. lim
t↓0

∫

Rm

ϕ(x)
1

t

∫

|y−x|>ε

P (t, x, dy)dx = 0;

2. lim
t↓0

∫

Rm

ϕ(x)
1

t

∫

|y−x|≤ε

(y − x, θ)P (t, x, dy)dx =

∫

Rm

ϕ(x)(a(x), θ)dx;

3. lim
t↓0

∫

Rm

ϕ(x)
1

t

∫

|y−x|≤ε

(y − x, θ)2P (t, x, dy)dx =

∫

Rm

ϕ(x)(b(x)θ, θ)dx.

Приклад 1. Для функцiї a(x) з компактним носiєм та степеневою особливiстю в по-
чатку координат

a(x) =

{
x

|x|α+1 , при |x| ≤ C;

0, при |x| > C

умова теореми 2 виконується при α < 1.
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Зауваження 2. Вектор переносу, який задовольняє умову теореми 2, може мати тiль-
ки такi особливостi, що дифузiйний процес "не помiчає" їх. Його траекторiї такi ж,
як траекторiї процесу без переносу. Мiри, породженi перехiдними ймовiрностями цих
процесiв, є еквiвалентними:

P a
x ∼ P 0

x .

Тут P a
x i P 0

x заданi на σ-алгебрах пiдмножин Ω = C([0; +∞)), що породжуються мно-
жинами виду Ct1,...,tn(Γ1, . . . , Γn) = {x(t1) ∈ Γ1, . . . , x(tn) ∈ Γn}, ti ∈ [0; +∞), ti+1 > ti,
Γi ∈ B(R),

P 0
x (Ct1,...,tn(Γ1, . . . , Γn)) =

=

∫

Γ1

P0(t1, x, dy1)

∫

Γ2

P0(t2 − t1, y1, dy2) . . .

∫

Γn

P0(tn − tn−1, yn−1, dyn)

Px(Ct1,...,tn(Γ1, . . . , Γn)) =

=

∫

Γ1

P (t− 1, x, dy1)

∫

Γ2

P (t2 − t1, y1, dy2) . . .

∫

Γn

P (tn − tn−1, yn−1, dyn)

де P0(t, x, Γ) — ймовiрнiсть переходу дифузiйного процесу з нульовим переносом та
матрицею дифузiї b(x).

Слабшi вимоги на вектор переносу, при яких iснує узагальнений дифузiйний процес
з вектором переносу a(x) та матрицею дифузiї b(x), розглянуто в [4].

Теорема 3. Якщо iснують константи K > 0, 0 < α < 1, 0 < C1 ≤ C2, δ > 0, γ > − δ+1
2

+m
2

для яких при всiх x, y, θ ∈ Rm та i, j = 1, 2, . . . , m :

1. |bij(x)− bij(y)| ≤ K|x− y|α;
2. C1θ

2 ≤ (b(x)θ, θ) ≤ C2θ
2;

3.
∫

Rm

|a(y)|1+δ exp

{
−(y − x)2

t

}
dy ≤ Ktγ,

то iснує однорiдний узагальнений дифузiйний процес з вектором переносу a(x) та мат-
рицею дифузiї b(x).

Доведення. Зауважимо, що умови 1 i 2 гарантують iснування дифузiйного процесу з
нульовим переносом та матрицею дифузiї b(x) (див. теорему 1).

Випадковий процес, про iснування якого стверджується в теоремi, задається визна-
ченою на множинi обмежених вимiрних функцiй ϕ : Rm → R, напiвгрупою операторiв

Ttϕ(x) =

∫

Rm

ϕ(y)g(t, x, y)dy +

t∫

0

dτ

∫

Rm

V (t− τ, y, ϕ)|a(y)|g(τ, x, y)dy,

де g(t, x, y) — щiльнiсть ймовiрностi переходу дифузiйного процесу з нульовим перено-
сом та матрицею дифузiї b(x), V (t, x, ϕ) — розв’язок рiвняння

V (t, x, ϕ) = V0(t, x, ϕ) +

t∫

0

dτ

∫

Rm

V (t− τ, y, ϕ)|a(y)|(∇xg(τ, x, y), e(x))dy (2)
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з V0(t, x, ϕ) =

∫

Rm

ϕ(y)(∇xg(t, x, y), e(x))dy та e(x) =
a(x)

|a(x)| при |a(x)| > 0.

Умови теореми гарантують iснування та єдинiсть розв’язку рiвняння (2) в класi фун-
кцiй, якi задовольняють нерiвнiсть |V (t, x, ϕ)| ≤ Ct−

1
2 . Цей розв’язок можна одержати

методом послiдовних наближень.
Ймовiрнiсть переходу одержаного однорiдного маркiвського процесу задається рiв-

нiстю P (t, x, Γ) = TtIΓ(x) (t > 0, x ∈ Rm, Γ ∈ B(Rm)) .

Зауваження 3. Всi функцiї a(x), для яких виконується умова (1), задовольняють вiд-
повiдну умову теореми 3. Крiм того можна навести приклади, якi свiдчать про те, що
клас векторiв переносу з теореми 3 є ширшим:

a(x) =

{
x

|x|·|x|αn , при |x| ≤ C;

0, при |x| > C.

Тут
n

m
≤ α < 1, n < m, |x|n =

(
n∑

i=1

x2
i

) 1
2

.

Зауваження 4. При виконаннi умов теореми 3 випадковий процес, про iснування якого
стверджується в теоремi, є слабким розв’язком стохастичного диференцiального рiвня-
ння

dξ(t) = a(ξ(t))dt + b
1
2 (ξ(t))dw(t),

що дає змогу моделювати траекторiї такого процесу.

Зауваження 5. Особливостi вектора переносу вже не завжди дозволяють процесу не
помiчати їх. Для еквiвалентностi мiр, породжених одержаним процесом та процесом з
нульовим переносом i тiєю ж дифузiєю, приходиться вимагати δ > 1 в умовi 3 теореми

3. Прикладом такого переносу є функцiя з обмеженим носiєм a(x) =
ã

|x|α1
при |x| ≤ C,

1
2
≤ α < 1, ã ∈ Rm.

Вид наведеної в теоремi 3 умови на вектор переносу дозволяє перенести застосова-
ний метод побудови дифузiйного процесу на випадок нескiнченновимiрного простору
[3].

Нехай X — сепарабельний гiльбертiв простiр, B(X) — борелiвська σ-алгебра пiд-
множин X, B — додатний ядерний оператор i ‖B‖ < 1. Позначимо через P0(t, x, ·)
гаусiвську мiру на B(X) з середнiм x ∈ X та кореляцiйним оператором tB.

Теорема 4. Нехай функцiя a : X → X задовольняє умови:

1. Для майже всiх x ∈ X за всiма мiрами P0(t, y, ·) (t > 0, y ∈ X) (далi P0 - м.в.)

a(x) ∈ B
1
2 X;

2. Iснують такi сталi K > 0, δ > 0, γ > − δ+1
2
, що при t > 0, P0 - м.в. x ∈ X

∫

X

∣∣∣B− 1
2 a(y)

∣∣∣
1+δ

P0(t, x, dy) ≤ Ktγ.
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Тодi iснує неперервний однорiдний маркiвський процес зi значеннями в X, що є узагаль-
неним дифузiйним процесом з вектором переносу a(x) та оператором дифузiї b(x) = B.

Зауваження 6. Пiд узагальненим дифузiйним процесом з вектором переносу a(x) та
оператором дифузiї b(x) в гiльбертовому просторi розумiємо такий неперервний мар-
кiвський процес з ймовiрнiстю переходу P (t, x, Γ), для якого iснують границi:

1. lim
t↓0

∫

X

ϕ(x)
1

t

∫

X

(y − x, θ)P (t, x, dy)µ(dx) =

∫

X

ϕ(x)(a(x), θ)µ(dx);

2. lim
t↓0

∫

X

ϕ(x)
1

t

∫

X

(y − x, θ)2P (t, x, dy)µ(dx) =

∫

X

ϕ(x)(b(x)θ, θ)µ(dx),

для кожної неперервної обмеженої функцiї ϕ : X → R та деякої гаусової мiри µ на
B(X).

Зауваження 7. Побудований в теоремi 4 випадковий процес є слабким роз’язком сто-
хастичного диференцiального рiвняння

dξ(t) = a(ξ(t))dt + dwB(t),

де wB(t) — так званий B-вiнерiвський процес, тобто випадковий процес з незалежними
приростами, для якого рiзницi wB(t) − wB(s) мають гаусiвський розподiл iз нульовим
середнiм та кореляцiйним оператором (t− s)B.
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Osypchuk M.M. Existence of diffusive processes with the given local characteristics, Carpathian
Mathematical Publications, 1, 1 (2009), 79–84.

The results which concern to existence of diffusive processes with the given local char-
acteristics (vector of drift, operator of diffusion) are considered in the article. The processes
are examined in separable Hilbert space. Some properties of such processes (equivalence of
measures, connection with stochastic differential equations) are also considered.
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Осипчук М.М. Существование диффузионных процессов с заданными локальными ха-
рактеристиками // Карпатские математические публикации. — 2009. — Т.1, №1. — C.
79–84.

В работе приведены результаты, касающиеся существования обобщенных диффузион-
ных процессов в сепарабельном гильбертовом пространстве с заданными локальными ха-
рактеристиками – вектором переноса и оператором диффузии. Рассмотрены некоторые
свойства таких процессов (эквивалентность мер, связь с стохастическими дифференци-
альными уравнениями).


