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Знайдено умови, за яких з належностi до валiронового класу збiжностi цiлих функ-
цiй f i g випливає належнiсть до цього класу похiдної Гельфонда-Леонтьєва адамарової
композицiї функцiй f i g та адамарової композицiї похiдних Гельфонда-Леонтьєва цих
функцiй. Подiбна задача розв’язана для аналiтичних в одиничному крузi функцiй.

Для степеневого ряду

f(z) =
∞∑
k=0

fkz
k (1)

з радiусом збiжностi R[f ] ∈ [0,∞] i степеневого ряду l(z) =
∞∑
k=0

lkz
k з R[f ] ∈ [0,∞] i

lk > 0 для всiх k ≥ 0 степеневий ряд

D
(n)
l f(z) =

∞∑
k=0

lk
lk+n

fk+nz
k

називається [3] похiдною Гельфонда-Леонтьєва n-го порядку. Якщо l(z) = ez, то
D

(n)
l f(z) = f (n)(z) є звичайною похiдною n-го порядку. Зрозумiло, що не завжди ра-

дiус збiжностi похiдної Гельфонда-Леонтьєва ряду (1) збiгається з радiусом збiжностi
цього ряду. Проте в [4, 5] доведено, що для того, щоб для будь-якого ряду (1) рiвностi
R[f ] = +∞ i R[D

(n)
l f ] = +∞ були рiвносильними необхiдно i досить, щоб

0 < lim
k→∞

k
√
lk/lk+1 ≤ lim

k→∞
k
√

lk/lk+1 < +∞, (2)
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а для еквiвалентностi рiвностей R[f ] = 1 i R[D
(n)
l f ] = 1 необхiдною i достатньою є умова

lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 = 1. (3)

Cтепеневий ряд

(f ∗ g)(z) =
∞∑
k=0

fkgkz
k

називається адамаровою композицiєю ряду (1) i ряду g(z) =
∞∑
k=0

gkz
k. Вiдомо [6], що

R[f ∗ g] ≥ R[f ]R[g], i обернена нерiвнiсть може бути неправильною. Властивостi адама-
рової композицiї використовуються для дослiдження аналiтичного продовження фун-
кцiй (див., напр., [1, 7]).

Не дивлячись на загальнiсть умов (2) i (3) у наведеному вище твердженнi, вони
є достатнiми для одночасної аналiтичностi похiдної Гельфонда-Леонтьєва адамарової
композицiї D(n)

l (f ∗ g) функцiй f i g та адамарової композицiї D(n)
l f ∗D(n)

l g їх похiдних
Гельфонда-Леонтьєва [5], тобто за умови (2) рiвносильними є рiвностi R[D

(n)
l f ∗D(n)

l g] =

+∞ i R[D
(n)
l (f ∗ g)] = +∞, а за умови (3) такими є рiвностi R[D

(n)
l f ∗ D

(n)
l g] = 1 i

R[D
(n)
l (f ∗ g)] = 1.

Якщо R[f ] > 0, то для 0 ≤ r < R[f ] нехай M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}. Для цiлої

функцiї f величина %[f ] = lim
r→+∞

ln ln M(r, f)

ln r
називається її порядком, а належнiсть f

до валiронового класу збiжностi визначається умовою [8]
∞∫

r0

ln M(r, f)

r%+1
dr < ∞, (4)

де % = %[f ]. Якщо функцiя f аналiтична в одиничному крузi D = {z : |z| < 1}, то

порядок переважно вводять формулою %∗[f ] = lim
r↑1

ln ln M(r, f)

− ln (1− r)
, а клас збiжностi –

умовою [2]
1∫

0

(1− r)%−1 ln+ M(r, f)dr < ∞, (5)

де % = %∗[f ]. Зростання функцiй D
(n)
l f , D(n)

l (f ∗ g) та D
(n)
l f ∗D(n)

l g у термiнах порядку
(i нижнього порядку) дослiджено в [4]. З iншого боку, в статтi [5] вказано умови на
функцiю l, за яких f i D

(n)
l f належать до одного i того ж з означених вище класiв

збiжностi. Тут дослiдимо належнiсть до вiдповiдних класiв збiжностi функцiй D
(n)
l (f∗g)

та D
(n)
l f ∗D(n)

l g.

Почнемо з цiлих функцiй. Для % ∈ (0,+∞) через V {%} позначимо клас цiлих фун-
кцiй, для яких виконується умова (4).

Теорема 1. Якщо f ∈ V {%1} i g ∈ V {%2}, то за умови (2) D
(n)
l f ∗D(n)

l g ∈ V

{
%1%2

%1 + %2

}
i D(n)

l (f ∗ g) ∈ V

{
%1%2

%1 + %2

}
для кожного n ≥ 0.
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Доведення. Оскiльки f i g — цiлi функцiї, то з умови (2) випливає, що i функцiї
D

(n)
l (f ∗ g) та D

(n)
l f ∗ D

(n)
l g є цiлими. Бiльш того [4], за умови (2) правильнi рiвностi

%[D
(n)
l f ] = %[f ] i %[D(n)

l f ∗D(n)
l g] = %[D

(n)
l (f ∗ g)] = %[f ∗ g].

Зауважимо, що, використовуючи формулу Адамара для знаходження порядку, має-

мо
1

%[f ]
= lim

k→∞

− ln |fk|
k ln k

, звiдки легко випливає, що
1

%[f ∗ g]
≥ 1

%[f ]
+

1

%[g]
, тобто %[f ∗g] ≤

%[f ]%[g]

%[f ] + %[g]
(обернена нерiвнiсть може бути неправильною). Тому, якщо f ∈ V {%1} i

g ∈ V {%2}, то %[D
(n)
l (f ∗ g)] ≤ %1%2

%1 + %2
i %[D(n)

l f ∗D(n)
l g] ≤ %1%2

%1 + %2
.

Далi, в [5] доведено, що за умови (2) цiла функцiя f належить до валiронового
класу збiжностi тодi i тiльки тодi, коли до цього класу належить її похiдна Гельфонда-

Леонтьєва D
(n)
l f . Звiдси i з (4) випливає, що

∞∫
r0

ln M(r,D
(n)
l f)

r%+1
dr < ∞ i, тим паче,

∞∫
r0

ln M(r, f (n))

r%+1
dr < ∞ для кожного n > 0.

З наведених вище тверджень випливає, що за умов теореми 1 досить довести, що

f ∗ g ∈ V

{
%1%2

%1 + %2

}
.

Нехай µ(r, f) = max{|fk|rk : k ≥ 0} — максимальний член ряду (1). Добре вiдо-
мо, i це легко показати, що в умовi (4) замiсть ln M(r, f) можна поставити ln µ(r, f).
Оскiльки

µ(r, f ∗ g) = max{|fkgk|rk : k ≥ 0} = max{|fk|r%2/(%1+%2)|gk|r%1/(%1+%2) : k ≥ 0}

≤ µ(r%2/(%1+%2), f)µ(r%1/(%1+%2), g),

то
∞∫

r0

ln µ(r, f ∗ g)
r%1%2/(%1+%2)+1

dr ≤
∞∫

r0

ln µ(r%2/(%1+%2), f)

r%1%2/(%1+%2)+1
dr +

∞∫
r0

ln µ(r%1/(%1+%2), g)

r%1%2/(%1+%2)+1
dr

=
%1 + %2

%2

∞∫
t0

ln µ(t, f)

t%1+1
dr +

%1 + %2
%1

∞∫
t0

ln µ(t, g)

t%2+1
dr,

звiдки легко випливає, що, якщо f ∈ V {%1} i g ∈ V {%2}, то f ∗ g ∈ V

{
%1%2

%1 + %2

}
.

Для аналiтичних функцiй в одиничному крузi ситуацiя дещо складнiша. По-перше,
з того, що R[f ] = R[g] = 1 випливає тiльки нерiвнiсть R[f ∗ g] ≥ 1. Рiвнiсть R[f ∗ g] = 1,
матимемо, якщо додатково припустимо, що lim

k→∞
|fkgk| > 0. По-друге, в [4] доведено, що

за умови

0 < lim
k→∞

lk
(k + 1)lk+1

≤ lim
k→∞

lk
(k + 1)lk+1

< +∞, (6)

для аналiтичної в D функцiї (1) %∗[D
(n)
l f ] = %∗[f ], а належнiсть до визначеного умо-

вою (5) класу збiжностi похiдної Гельфонда-Леонтьєва D
(1)
l f в [5] доведено за значно

сильнiшої умови 0 < lim
k→∞

lk
lk+1

≤ lim
k→∞

lk
lk+1

< +∞. Тому нам потрiбна така лема.
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Лема 1. Якщо послiдовнiсть (lk) задовольняє умову (6), то аналiтична в D функцiя f

належить до класу збiжностi, визначеного умовою (5), тодi i тiльки тодi, коли до цього
класу збiжностi належить її похiдна Гельфонда-Леонтьєва D

(1)
l f .

Доведення. З iнтегральної формули Кошi f ′(z) =
1

2πi

∫
|τ−z|=(1−|z|)/2

f(τ)dτ

(τ − z)2
отримуємо

нерiвнiсть M(r, f ′) ≤ 2

1− r
M

(
1 + r

2
, f

)
, а з огляду на формулу Лейбнiца-Ньютона

f(z) =
z∫
0

f ′(τ)dτ + f(0) маємо M(r, f) ≤ M(r, f ′) + |f(0)|. Звiдси випливає, що в (6) за-

мiсть M(r, f) можна поставити M(r, f ′) i, отже, максимальний член µ(r, f ′) степеневого
розвинення похiдної f ′. Оскiльки з умови (6) випливає, що 0 < h1µ(r, f

′) ≤ µ(r,D
(1)
l f) ≤

h2µ(r, f
′) < +∞, то лему 1 доведено.

Вважаючи, що R[f ∗ g] = 1, як показано в [4], за умови (6) маємо рiвностi
%∗[D

(n)
l f ∗D(n)

l g] = %∗[D
(n)
l (f ∗ g)] = %∗[f ∗ g].

Для порядку %∗[f ] аналiтичної в одиничному крузi функцiї (1) правильна форму-

ла
%∗[f ]

%∗[f ] + 1
= lim

n→∞

ln+ ln+ |fn|
ln n

. З цiєї формули легко випливає, що
%∗[f ∗ g]

%∗[f ∗ g] + 1
≤

max

{
%∗[f ]

%∗[f ] + 1
,

%∗[g]

%∗[g] + 1

}
, а оскiльки функцiя x/(x + 1) зростаюча, то %∗[f ∗ g] ≤

max {%∗[f ], %∗[g]} (обернена нерiвнiсть у загальному неправильна). Тому через W{%}
позначимо клас аналiтичних в D функцiй, для яких виконується умова (5).

Теорема 2. Нехай f ∈ W{%1} i g ∈ W{%2}. Якщо lim
k→∞

|fkgk| > 0, то за умови (6)

D
(n)
l f ∗D(n)

l g ∈ W{max{%1, %2}} i D(n)
l (f ∗ g) ∈ W{max{%1, %2}} для кожного n ≥ 0.

Доведення. З огляду на наведенi вище твердження, як i в доведеннi теореми 1, досить
дослiдити належнiсть до W{max{%1, %2}} функцiї ln µ(r, f ∗ g).

Оскiльки µ(r, f ∗ g) ≤ µ(
√
r, f)µ(

√
r, g), то

1∫
0

(1− r)max{%1, %2}−1 ln+ µ(r, f ∗ g)dr ≤
1∫

0

(1− r)%1−1 ln+ µ(
√
r, f)dr

+

1∫
0

(1− r)%2−1 ln+ µ(
√
r, g)dr +

1∫
0

(1− r)max{%1, %2}−1 ln 2dr

=

1∫
0

2r(1− r2)%1−1 ln+ µ(r, f)dr +

1∫
0

2r(1− r2)%2−1 ln+ µ(r, g)dr + const

≤ 2%1
1∫

0

(1− r)%1−1 ln+ µ(r, f)dr + 2%1
1∫

0

(1− r)%2−1 ln+ µ(r, g)dr + const,

тобто теорему 2 доведено.
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of Gelfond-Leont’ev derivatives for analytic functions, Carpathian Mathematical Publications,

4, 1 (2012), 111–115.

The conditions are found, under which the belonging to Valiron convergence class of entire

functions f and g implies the belonging to this class of Gelfond-Leont’ev derivative of Hadamard

composition of functions f and g and of Hadamard composition of Gelfond-Leont’ev derivatives

of these functions. Analogous problem is solved for analytic functions in the unit disk.
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тематические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 111–115.

Найдены условия, при выполнении которых из принадлежности валироновскому клас-
су сходимости целых функций f и g вытекает принадлежность этому классу производной
Гельфонда-Леонтьева адамаровской композиции функций f и g и адамаровской компози-
ции производных Гельфонда-Леонтьева этих функций. Аналогичная задача решена для
аналитических в единичном круге функций.


