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Доведено iнтерполяцiйну теорему для тензорних добуткiв абстрактних просторiв Бєсо-
ва, асоцiйованих з замкненими операторами в банахових просторах, та показано її засто-
сування до проблеми апроксимацiй елементiв тензорних добуткiв банахових просторiв.

Вступ

У працi [3], користуючись векторами експоненцiального типу (див. [4]) замкненого
лiнiйного оператора в банаховому просторi, визначено i дослiджено поняття квазiнор-
мованого абстрактного простору Бєсова, асоцiйованого з довiльним таким оператором.
Показано застосування абстрактного простору Бєсова до проблеми апроксимацiй еле-
ментiв банахового простору векторами експоненцiального типу заданого замкненого
оператора. У цьому зв’язку слiд вiдзначити також працi [2, 5].

У данiй статтi показано, що тензорний добуток абстрактних просторiв Бєсова є
промiжним iнтерполяцiйним простором мiж тензорним добутком просторiв векторiв
експоненцiального типу замкнених операторiв i тензорним добутком банахових прос-
торiв, на яких визначено вiдповiднi оператори. Встановлено нерiвностi, якi оцiнюють
вiдстань вiд заданого елемента тензорного добутку банахових просторiв до пiдпростору,
що визначається тензорним добутком просторiв векторiв експоненцiального типу.

1 Означення i попереднi вiдомостi

Нехай
{
Xj, ‖.‖Xj

}J
j=1

— скiнченний набiр банахових просторiв над полем комплекс-
них чисел C, ⊗J

jXj ≡ X1⊗. . .⊗XJ — їх тензорний добуток, на якому задаємо проективну
норму

‖w‖⊗J
j Xj

= inf
w=

∑
n ⊗J

j x
j
n

N∑
n=1

‖x1
n‖X1 · . . . · ‖xJ

n‖XJ
,
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де inf береться по всiх зображеннях елемента w ∈ ⊗J
jXj у виглядi суми w =

N∑
n=1

⊗J
j x

j
n

iз скiнченним N, xj
n ∈ Xj i ⊗J

j x
j
n ≡ x1

n ⊗ . . .⊗ xJ
n ∈ ⊗J

jXj. Поповнення простору ⊗J
jXj у

проективнiй нормi позначимо через ⊗̃J
jXj ≡ X1⊗̃ . . . ⊗̃XJ .

На просторi Xj, j = 1, . . . , J, розглядаємо необмежений замкнений лiнiйний оператор
Aj : D(Aj) ⊂ Xj → Xj iз щiльною областю визначення D(Aj). Для будь-яких чисел
νj > 0, 1 ≤ pj ≤ ∞ визначимо банаховi простори цiлих векторiв експоненцiального
типу оператора Aj

Eνj
pj
(Aj) ≡

x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eνj
pj

(Aj)
=

(
∞∑
k=0

‖Ak
jx‖

pj
Xj

ν
kpj
j

)1/pj

< ∞

 ,

Eνj
∞(Aj) ≡

{
x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eνj

∞ (Aj)
= sup

k∈Z+

‖Ak
jx‖Xj

νk
j

< ∞

}
.

Розглянемо об’єднання Epj(Aj) =
⋃

νj>0 E
νj
pj (Aj), на якому задамо квазiнорму

|x|Epj (Aj) = ‖x‖Xj
+ inf{νj > 0 : x ∈ Eνj

pj
(Aj)},

i побудуємо тензорний добуток ⊗J
j Epj(Aj) ≡ Ep1(A1)⊗ . . .⊗ EpJ (AJ) з проективною ква-

зiнормою

|w|⊗J
j Epj (Aj) = inf

w=
∑

n ⊗J
j x

j
n

N∑
n=1

|x1
n|Ep1 (A1) · . . . · |xJ

n|EpJ (AJ ).

Поповнення простору ⊗J
j Epj(Aj) у цiй квазiнормi позначимо через ⊗̃J

j Epj(Aj).

Для 0 < q ≤ ∞, 0 < θ < 1, 0 < t < ∞, використовуючи позначення працi [6],
визначимо iнтерполяцiйний простiр

(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q

з квазiнормою

|w|(
⊗̃J

j Epj (Aj),⊗̃
J
j Xj

)
θ,q

=
(∫ ∞

0

[
t−θK(t, w; ⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj)

]q dt
t

)1/q
,

де K(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) = inf

w=u+v

(
|u|⊗̃J

j Epj (Aj)
+ t ‖v‖⊗̃J

j Xj

)
, u ∈ ⊗̃J

j Epj(Aj), v ∈ ⊗̃J
jXj.

Для чисел 0 < α < ∞ i 0 < τj ≤ ∞ визначимо апроксимацiйнi простори мiж квазi-
нормованим пiдпростором Epj(Aj) i банаховим простором Xj

Bα
pj ,τj

(Aj) =
{
x ∈ Xj : |x|Bα

pj,τj
(Aj) < ∞

}
,

iз квазiнормою

|x|Bα
pj,τj

(Aj) =


(∫ ∞

0

(
tαEpj(t, x)

)τj dt
t

)1/τj

: 0 < τj < ∞,

sup
t>0

tαEpj(t, x) : τj = ∞,

де Epj(t, x) = inf
|a|Epj (Aj)

≤t
‖x−a‖Xj

, a ∈ Epj(Aj), x ∈ Xj. Простiр Bα
pj ,τj

(Aj) назвемо абстра-

ктним простором Бєсова [3].
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Нехай 0 < θ < 1 i [Bα
pj ,τj

(Aj)]
θ позначає простiр Bα

pj ,τj
(Aj), надiлений квазiнормою

|x|θBα
pj,τj

(Aj)
, а ⊗J

j [Bα
pj ,τj

(Aj)]
θ — тензорний добуток з проективною квазiнормою

|w|⊗J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ = inf

w=
∑

n ⊗J
j x

j
n

N∑
n=1

|x1
n|θBα

p1,τ1
(A1)

· . . . · |xJ
n|θBα

pJ ,τJ
(AJ )

,

⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ — поповнення простору ⊗J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ у цiй квазiнормi.

2 Основнi результати

Теорема 1. Нехай 1 ≤ pj, q, qj, τj ≤ ∞, 0 < θ < 1. Тодi при τj = θqj, θ =
1

α+ 1
i

1

q
− 1 =

J∑
j=1

( 1

qj
− 1
)

виконується така рiвнiсть

(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q

= ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ. (1)

Доведення. Покажемо, що(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q

= ⊗̃J
j

(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

, (2)

де
(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

— iнтерполяцiйний простiр з квазiнормою

|x|(
Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

=
(∫ ∞

0

[
t−θK(t, x; Epj(Aj),Xj)

]qj dt
t

)1/qj
,

K(t, x; Epj(Aj),Xj) = inf
x=x0+x1

(
|x0|Epj (Aj) + t ‖x1‖Xj

)
, x0 ∈ Epj(Aj), x1 ∈ Xj.

Дiйсно, оскiльки

K(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) = inf

w=u+v

(
|u|⊗̃J

j Epj (Aj)
+ t ‖v‖⊗̃J

j Xj

)
= inf∑

n ⊗J
j x

j
n=

∑
n ⊗J

j u
j
n+

∑
n ⊗J

j v
j
n

(
inf

u=
∑

n ⊗J
j u

j
n

N∑
n=1

|u1
n|Ep1 (A1) · . . . · |uJ

n|EpJ (AJ )

+ t inf
v=

∑
n ⊗J

j v
j
n

N∑
n=1

‖v1n‖X1 · . . . · ‖vJn‖XJ

)

≤ inf∑
n ⊗J

j x
j
n=

∑
n ⊗J

j u
j
n+

∑
n ⊗J

j v
j
n

(
N∑

n=1

|u1
n|Ep1 · . . . · |u

J
n|EpJ + t

N∑
n=1

‖v1n‖X1 · . . . · ‖vJn‖XJ

)

≤
N∑

n=1

inf
x1
n=u1

n+v1n

(
|u1

n|Ep1 (A1) + τ‖v1n‖X1

)
· . . . · inf

xJ
n=uJ

n+vJn

(
|uJ

n|EpJ (AJ ) + τ‖vJn‖XJ

)
=

N∑
n=1

K(τ, x1
n; Ep1(A1),X1) · . . . · K(τ, xJ

n; EpJ (AJ),XJ), τJ = t,
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то, використовуючи нерiвнiсть Юнга, маємо∫ ∞

0

[
t−θK(t, w; ⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj)

]q dt
t
≤ J

N∑
n=1

∫ ∞

0

[
τ−θJK(τ, x1

n; Ep1(A1),X1) · . . .

. . . · K(τ, xJ
n; EpJ (AJ),XJ)

]q dτ
τ

≤ J
N∑

n=1

(∫ ∞

0

[
τ−θK(τ, x1

n; Ep1(A1),X1)
]q1 dτ

τ

)q/q1
. . .

. . .
(∫ ∞

0

[
τ−θK(τ, xJ

n; EpJ (AJ),XJ)
]qJ dτ

τ

)q/qJ
,

1

q
− 1 =

J∑
j=1

( 1

qj
− 1
)
.

Тому

|w|(
⊗̃J

j Epj (Aj),⊗̃
J
j Xj

)
θ,q

≤ J inf
w=

∑
n ⊗J

j x
j
n

N∑
n=1

|x1
n|(Ep1 (A1),X1

)
θ,q1

· . . . · |xJ
n|(EpJ (AJ ),XJ

)
θ,qJ

,

тобто

|w|(
⊗̃J

j Epj (Aj),⊗̃
J
j Xj

)
θ,q

≤ J |w|
⊗̃J

j

(
Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

,

звiдки випливає вкладення

⊗̃J
j

(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

⊂
(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q
. (3)

З iншого боку, використовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi

|x|(
Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

≤ cθ,qj |x|1−θ
Epj (Aj)

‖x‖θXj
, x ∈ Epj(Aj),

K(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) ≤ cθ,qt

θ|w|(
⊗̃J

j Epj (Aj),⊗̃
J
j Xj

)
θ,q

, w ∈
(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q
, (4)

та нерiвнiсть Гельдера, маємо

|w|
⊗̃J

j

(
Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

= inf
w=

∑
n ⊗J

j x
j
n

N∑
n=1

|x1
n|(Ep1 (A1),X1

)
θ,q1

· . . . · |xJ
n|(EpJ (AJ ),XJ

)
θ,qJ

≤ inf
w=

∑
n ⊗J

j x
j
n

N∑
n=1

cθ,q1|x|1−θ
Ep1 (A1)

‖x‖θX1
· . . . · cθ,qJ |x|1−θ

EpJ (AJ )
‖x‖θXJ

≤ c
′

θ,qj
inf

w=
∑

n ⊗J
j x

j
n

( N∑
n=1

|x1
n|Ep1 (A1) · . . . · |xJ

n|EpJ (AJ ) +
N∑

n=1

‖x1
n‖X1 · . . . · ‖xJ

n‖XJ

)
≤ c

′′

θ,qj
t−θK(t, w; ⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj) ≤ Cθ,q|w|(⊗̃J

j Epj (Aj),⊗̃
J
j Xj

)
θ,q

для w =
∑N

n=1 ⊗J
j x

j
n ∈

(
⊗̃jEpj(Aj), ⊗̃jXj

)
θ,q

таких, що xj
n ∈ Epj(Aj). Оскiльки простiр

Epj(Aj) щiльний в просторi
(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

, то

|w|
⊗̃J

j

(
Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

≤ Cθ,q|w|(⊗̃J
j Epj (Aj),⊗̃

J
j Xj

)
θ,q
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для всiх w ∈
(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q
. Звiдси отримуємо

(
⊗̃J

j Epj(Aj), ⊗̃
J
jXj

)
θ,q

⊂ ⊗̃J
j

(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

. (5)

Iз вкладень (3) i (5) випливає рiвнiсть (2).
Згiдно з теоремою 7.1.7 з книги [1], справедливий наступний iзоморфiзм квазiнор-

мованих просторiв[
Bα
pj ,τj

(Aj)
]θ

=
(
Epj(Aj),Xj

)
θ,qj

, |x|θBα
pj,τj

(Aj)
∼ |x|(

Epj (Aj),Xj

)
θ,qj

, (6)

де τj = θqj i θ =
1

α+ 1
. З рiвностей (6) i (2) отримаємо рiвнiсть (1).

Теорема 2. Iснують такi числа c1(α, τj), c2(α, τj), що виконуються нерiвностi

E(t, w) ≤ c1t
−α|w|α+1

⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

, w ∈ ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ, (7)

|w|α+1

⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

≤ c2|w|α⊗̃J
j Epj (Aj)

‖w‖⊗̃J
j Xj

, w ∈ ⊗̃J
j Epj(Aj), (8)

де E(t, w) = inf
|u|

⊗̃J
j Epj (Aj)

≤t
‖w − u‖⊗̃J

j Xj
, u ∈ ⊗̃J

j Epj(Aj), w ∈ ⊗̃J
jXj.

Доведення. Згiдно з теоремою 3.11.4(b) з книги [1], для деякого додатного числа c маємо
|w|(

⊗̃J
j Epj (Aj),⊗̃

J
j Xj

)
θ,q

≤ c |w|1−θ

⊗̃J
j Epj (Aj)

‖w‖θ
⊗̃J

j Xj
, w ∈ ⊗̃J

j Epj(Aj). З цiєї нерiвностi та рiвностi

(1) при α = (1 − θ)/θ випливає iснування такої константи c1 > 0, що виконується
нерiвнiсть (8).

З iнтерполяцiйної нерiвностi (4) та рiвностi (1) випливає iснування такої константи
c0 > 0, що

K(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) ≤ c0t

θ|w|⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

, w ∈ ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ.

Покладемо K∞(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) = inf

w=u+v
max

{
|u|⊗̃J

j Epj (Aj)
, t‖v‖⊗̃J

j Xj

}
. Оскiльки

K∞ ≤ K, то

K∞(t, w; ⊗̃J
j Epj(Aj), ⊗̃

J
jXj) ≤ c0t

θ|w|⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

, w ∈ ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ. (9)

Згiдно з лемою 7.1.2 з [1], для кожного t > 0 iснує таке s > 0, що K∞ = s i E(s+0, w) ≤
s/t ≤ E(s− 0, w). Звiдси та з нерiвностi (9) маємо

s1−θ[E(s, w)]θ ≤ c0|w|⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

, w ∈ ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ.

При α = (1 − θ)/θ отримуємо sαE(s, w) ≤ cα+1
0 |w|α+1

⊗̃J
j [Bα

pj,τj
(Aj)]θ

, w ∈ ⊗̃J
j [Bα

pj ,τj
(Aj)]

θ.

Покладаючи c1 = cα+1
0 , отримуємо нерiвнiсть (7).
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ciated with closed operators in Banach spaces and show its application to the problems of

approximations of elements of tensor products of Banach spaces.

Дмитришин М.И. Тензорные произведения абстрактных пространств Бесова // Карпат-
ские математические публикации. — 2012. — Т.4, №2. — C. 241–246.

Доказана интерполяционная теорема для тензорных произведений абстрактных прос-
транств Бесова, ассоциируемых с замкнутыми операторами в банахових пространствах,
и показано ее применение к проблеме аппроксимаций элементов тензорных произведений
банахових пространств.


