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ЗАДАЧА З КОСОЮ ПОХIДНОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ З

IМПУЛЬСНИМИ УМОВАМИ I ВИРОДЖЕННЯМ

З допомогою принципу максимуму i апрiорних оцiнок вивчається задача з косою похiдною
для лiнiйного параболiчного рiвняння зi степеневими особливостями в коефiцiєнтах за про-
сторовими змiнними та iмпульсними умовами за часовою змiнною. У гельдерових просторах
зi степеневою вагою встановлено iснування та єдинiсть розв’язку поставленої задачi.
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ВСТУП

Математичне моделювання багатьох фiзичних та хiмiчних явищ приводить до задач
з виродженнями та особливостями для рiвнянь iз частинними похiдними. Зокрема, у рiв-
няннi Шредiнгера, яке описує стан квантомеханiчної системи, коефiцiєнти визначають
потенцiальну енергiю i мають степеневi особливостi при молодших похiдних [1]. Дослi-
дження питань iснування i якiсних властивостей розв’язкiв крайових задач для рiвнянь з
виродженням проведенi у працях [2–4].

Вивчення систем з розривними траєкторiями пов’язано з розвитком технiки, в якiй iм-
пульснi системи керування вiдiграють значну роль. Багато задач теорiї оптимального ке-
рування, теорiї ядерних реакторiв, динамiчних систем приводять до перiодичних крайо-
вих задач для диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Задачi для систем звичайних
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю глибоко вивченi у працях А.М. Самойленка
i О.М. Перестюка [5, 6] та iнших авторiв.

Питання iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння iз частинними похiдними гiпер-
болiчного типу з iмпульсною дiєю вивчалися у працях [7–9]. Побудовi теорiї коректностi
задачi Кошi для параболiчних систем з iмпульсною дiєю у максимально широких про-
сторах Дiнi присвячено другий роздiл монографiї [10].

У цiй статтi розглядається задача з косою похiдною для лiнiйного параболiчного рiв-
няння iз степеневими особливостями довiльного порядку в коефiцiєнтах рiвняння i кра-
йовiй умовi на деякiй множинi точок та iмпульсними умовами за часовою змiнною у ви-
значенi моменти часу. Одержано iснування та встановлено оцiнки похiдних розв’язку
поставленої задачi у гельдерових просторах зi степеневою вагою.
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI I ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Нехай D — обмежена область простору R
n з межею ∂D, dim D = n, Ω — деяка обме-

жена область, Ω ⊂ D, dim Ω ≤ n − 1. В областi Q = [t0, tN+1) × D розглянемо задачу
знаходження функцiї u(t, x), яка при t 6= tλ, λ ∈ {1, 2, . . . , N}, x ∈ D \ Ω задовольняє
рiвняння

(Lu)(t, x) =

[

∂t −
n

∑
ij=1

Aij(t, x)∂xi
∂xj

+
n

∑
i=1

Ai(t, x)∂xi
+ A0(t, x)

]

u(t, x) = f (t, x), (1)

умови за змiнною t:
u(t0 + 0, x) = ϕ0(x), (2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = ψλu(tλ − 0, x) + ϕλ(tλ, x), (3)

i крайову умову

lim
x→z∈∂D

(Bu − g)(t, x) ≡ lim
x→z∈∂D

[ n

∑
i=1

bi(t, x)∂xi
u + b0(t, x)u − g(t, x)

]

= 0, (4)

де t0 < t1 < t2 < · · · < tN < tN+1.
Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(4). Нехай Q(k) = [tk, tk+1)× D, k ∈

{0, 1, . . . , N}, βi, γ, q, l — дiйснi числа, β = {β1, . . . , βn}, βi ∈ (−∞, ∞), γ ≥ 0, q ≥ 0, l ≥ 0,
P(t, x), P1(t

(1), x(1)), Hi(t
(1), x(2)), Ri(t

(2), x(2)) — довiльнi точки iз Q(k), i ∈ {1, 2, . . . , n},

x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ), x(2) = (x

(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1, . . . , x

(1)
n ), ρ = inf

z∈∂D
|x − z|,

s(βi, x) = ρβi при ρ ≤ 1 i s(βi, x) = 1 при ρ ≥ 1.
Позначимо через Cl(γ; β; q; Q) — множину функцiй u, якi мають неперервнi частиннi

похiднi при t 6= tλ, x 6∈ Ω, вигляду ∂i
t∂

r
xu, 2i + |r| ≤ [l], для яких скiнченна норма

‖u; γ;β; 0; Q‖0 = sup
k

{sup
Q(k)

|u|} ≡ ‖u; Q‖0,

‖u; γ;β; q; Q‖l = sup
k

{

∑
2i+|r|≤[l]

‖u; γ; β; qj; Q(k)‖2i+|r| + 〈u; γ; β; q; Q(k)〉l

}

≡ sup
k

{

∑
2i+|r|≤[l]

sup
P∈Q(k)

s(q + (2i + |r|)γ, x)|∂i
t∂

r
ku(P)|

n

∏
j=1

s(−rjβj, x)

+ ∑
2i+|r|=[l]

[

sup
(P1,Hν)⊂Q(k)

[

s(q + lγ, x̃)
n

∏
j=1

s(−rjβj, x̃)|∂i
t∂

r
xu(P1)− ∂i

t∂
r
xu(Hν)|

× |x(1)ν − x
(2)
ν |−{l}s(−{l}βν , x̃)

]

+ sup
(Rν,Hν)⊂Q(k)

[

s(q + lγ, x̃)
n

∏
j=1

s(−rjβj, x̃)|t(1) − t(2)|−
{

l
2

}

|∂i
t∂

r
xu(Rν)− ∂i

t∂
r
xu(Hν)

]]}

,

де |r| = r1 + · · ·+ rn, l = [l] + {l}, s(q, x̃) = min{s(q, x(1)), s(q, x(2)).
Щодо задачi (1)–(4) вважаємо виконаними умови:
а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n

∑
ij=1

Aij(t, x)s(βi + βj, x)ξiξ j ≤ π2|ξ|2,
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π1, π2 — фiксованi додатнi сталi, s(βi + βj; x)Aij ∈ Cα(γ; β; 0; Q), s(µi, x) Ai ∈ Cα(γ; β; 0; Q),
s(µ0, x)A0 ∈ Cα(γ; β; 0; Q), inf

Q
A0(t, x) ≡ a0 > 0, α ∈ (0, 1), µi ≥ 0, µ0 ≥ 0; f ∈ Cα(γ; β; µ0; Q),

ϕ0 ∈ C2+α(γ; β; 0; D);

б) вектори
−→
b (s) = {b

(s)
1 , . . . , b

(s)
n }, b

(s)
j = s(βj , x)bj i −→e = {e1, . . . , en}, ej = bj

( n

∑
i=1

b2
i

)−1/2
,

утворюють з напрямком зовнiшньої нормалi −→n до ∂D в точцi P(t, x) ∈ Γ кут менший за
π

2
, Γ = [t0, tN+1)× ∂D, ∂D ∈ C2+α, s(βj, x)bj ∈ C1+α(γ; β; 0; Q), s(δ, x)b0 ∈ C1+α(γ; β; 0; Q),

b0(t, x)|Γ ≥ 0, δ ≥ 0, g ∈ C1+α(γ; β; δ; Q(k)), lim
x→z∈∂D

(Bϕ0 − g)(t0, x) = 0, [g(tλ + 0, x) −
g(tλ − 0, x)]∂D = [ψλg(tλ − 0, x) + Bϕλ(tλ, x)]∂D, ϕλ ∈ C2+α(γ; β; 0; Q ∩ (t = tλ)), γ =

max
{

max
i

(1 + βi), max
i

(µi − βi),
µ0
2 , δ

}

.

Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(4) виконанi умови а), б). Тодi iснує єдиний розв’язок
задачi (1)–(4) iз простору C2+α(γ, β; 0; Q) i справджується нерiвнiсть

‖u; γ; β; 0; Q‖2+α ≤ c

{

N

∑
k=1

N

∏
λ=k

(1 + |ψλ|)(‖ϕk−1; γ; β; 0; Q ∩ (t = tk−1)‖2+α

+ ‖ f ; γ; β; µ0; Q(k−1)‖α + ‖g; γ; β; δ; Q(k−1)‖1+α)

+ ‖ϕN ; γ; β; 0; Q ∩ (t = tN)‖2+α

+ ‖ f ; γ; β; µ0; Q(N)‖α + ‖g; γ; β; δ; Q(N)‖1+α

}

.

(5)

Для дослiдження задачi (1)–(4) встановимо спочатку коректну розв’язнiсть множини
крайових задач з гладкими коефiцiєнтами. З множини одержаних розв’язкiв видiлимо
збiжну пiдпослiдовнiсть, граничне значення якої буде розв’язком задачi (1)–(4).

2 ОЦIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ГЛАДКИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Нехай Q
(k)
m = Q(k) ∩

{

(t, x) ∈ Q(k) ρ(x) ≥ 1
m

}

, m > 1 — послiдовностi областей, якi при

m → ∞ збiгаються до Q(k).
Розглянемо в областi Q задачу знаходження функцiй um(t, x), якi задовольняють при

t 6= tλ рiвняння

(L1um)(t, x) ≡
[

∂t −
n

∑
ij=1

aij(t, x)∂xi
∂xj

+
n

∑
i=1

ai(t, x)∂xi
+ a0(t, x)

]

um = fm(t, x), (6)

умови за змiнною t:

um(t0 + 0, x) = ϕ
(0)
m (x), (7)

um(tλ + 0, x)− um(tλ − 0, x) = ψλum(tλ − 0, x) + ϕ
(λ)
m (tλ, x), (8)

i крайову умову

(B1um − gm)(t, x)|Γ ≡
[ n

∑
i=1

hi(t, x)∂xi
um + h0(t, x)um − gm(t, x)

]∣

∣

∣

Γ
= 0. (9)



ЗАДАЧА З КОСОЮ ПОХIДНОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ 345

Коефiцiєнти aij, ai, a0, функцiї fm, ϕ
(0)
m , ϕ

(λ)
m , gm в областi Q

(k)
m спiвпадають з Aij, Ai, A0,

f , ϕ0, ϕλ, g вiдповiдно, а в областях Q \ Q
(k)
m є неперервним продовженням коефiцiєнтiв

Aij, Ai, A0, функцiй f , ϕ0, ϕλ, g iз областей Q
(k)
m в область Q \Q

(k)
m iз збереженням гладкостi

i норми [12, стор. 82].
Для розв’язкiв задачi (6)–(9) справедлива теорема.

Теорема 2. Нехай um(t, x) — класичний розв’язок задачi (6)–(9) в областi Q i виконанi
умови а), б). Тодi для um(t, x) правильна оцiнка

|um(t, x)| ≤
N

∑
k=1

{

N

∏
λ=k

(1 + |ψλ|)(‖ϕ
(k−1)
m ; Q ∩ (t = tk−1)‖0 + ‖ fma−1

0 ; Q(k−1)‖0

+ ‖gmh−1
0 ; Q(k−1)‖0)

}

+ ‖ϕN ; Q ∩ (t = tN)‖0 + ‖gmh−1
0 ; Q(N)‖0 + ‖ fma−1

0 ; Q(N)‖0.

(10)

Доведення. Нехай max
Q
(k)

um(t, x) = um(R1). Якщо R1 ∈ Q(k), то в точцi R1 виконуються спiв-

вiдношення

∂tum(R1) ≥ 0, ∂xi
um(R1) = 0,

n

∑
ij=1

aij(R1)∂xi
∂xj

um(R1) ≤ 0 (11)

i задовольняється рiвняння (6). З урахуванням (11) i рiвняння (6) в точцi R1 правильна
нерiвнiсть

um(R1) ≤ sup
Q(k)

( f , a−1
0 ). (12)

Нехай min
Q(k)

um(t, x) = um(R2). Якщо R2 ∈ Q(k), то в точцi R2 виконується спiввiдноше-

ння

∂tum(R2) ≤ 0, ∂xi
um(R2) = 0,

n

∑
ij=1

aij(R2)∂xi
∂xj

um(R2) ≥ 0 (13)

i задовольняється рiвняння (6). З урахуванням (13) i рiвняння (6) в точцi R2 маємо

um(R2) ≥ inf
Q(k)

( f , a−1
0 ). (14)

Якщо R1 ∈ [tk, tk+1)× ∂D, то виконується умова (9). Оскiльки
dum(R1)

d−→e ≥ 0 (вектор −→e
задовольняє умову б)), то з рiвностi (B1um − gm)(R1) = 0 маємо

um(R1) ≤ sup
Q
(k)

(gmh−1
0 ). (15)

Якщо R2 ∈ [tk, tk+1)× ∂D, то
dum(R2)

d−→e ≤ 0. Враховуючи крайову умову (9), маємо

um(R2) ≥ inf
Q
(k)
(gmh−1

0 ). (16)

У випадку, коли R1 ∈ D, або R2 ∈ D з початкової умови (7), одержимо

|um| ≤ ‖ϕ
(0)
m ; D‖0. (17)
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Враховуючи нерiвностi (12), (14), (15), (16), (17) при k = 0, одержимо

‖um; Q(0)‖0 ≤ ‖ fma−1
0 ; Q(0)‖0 + ‖gmh−1

0 ; Q(0)‖0 + ‖ϕ
(0)
m ; D‖0. (18)

Якщо R1 ∈ Q ∩ (t = tλ), або R2 ∈ Q ∩ (t = tλ), λ ≥ 1, то враховуючи умову (8),
одержимо рекурентнi спiввiдношення

‖um; Q ∩ (t = tλ)‖0 ≤ (1 + |ϕλ|)‖um; Q(λ−1)‖0 + ‖ϕ
(λ)
m ; Q ∩ (t = tλ)‖0. (19)

Об’єднуючи нерiвностi (12), (14), (15), (18), (19), одержимо нерiвнiсть (10).

Знайдемо оцiнки похiдних розв’язкiв um(t, x). Введемо у просторi Cl(Q) норму
‖um; γ; β; q; Q‖l, еквiвалентну при кожному фiксованому m гельдеровiй нормi, яка визна-
чається так само, як i ‖u; γ; β; q; Q‖l , тiльки замiсть функцiй s(βi, x) беремо вiдповiдно
d(βi , x): d(βi , x) = max(s(βi , x), m−βi), якщо βi ≥ 0 i d(βi, x) = min(s(βi , x), m−βi), якщо
βi < 0.

Теорема 3. Нехай виконанi умови теореми 1. Тодi для розв’язку задачi (6) — (9) правиль-
на оцiнка

‖um; γ; β; 0; Q‖2+α ≤ c

{

N

∑
k=1

{ N

∏
λ=k

(1 + |ψλ|)(‖ϕk−1; γ; β; 0; Q ∩ (t = tk−1)‖2+α

+ ‖ f ; γ; β; µ0; Q(k−1)‖α + ‖g; γ; β; δ; Q(k−1)‖1+α)
}

+ ‖ϕN ; γ; β; 0; Q ∩ (t = tN)‖2+α

+ ‖ f ; γ; β; µ0; Q(N)‖α + ‖g; γ; β; δ; Q(N)‖1+α

}

.

(20)

Доведення. Для знаходження оцiнки (20) в областi Q(k) розглянемо задачу

(L1um)(t, x) = fm(t, x), (B1um − gm)(t, x)|
Γ(k) = 0, um(tk + 0, x) = G

(k)
m (tk, x), (21)

де Γ(k) = [tk, tk+1)× ∂D, G
(0)
m (t0, x) = ϕ

(0)
m (x), x ∈ D, G

(λ)
m (tλ, x) = (1 + ψλ)[um(tλ − 0, x) +

ϕ
(λ)
m (tλ, x)], x ∈ Q ∩ (t = tλ), λ ∈ {1, . . . , N}.

В областях Q(k) розв’язок крайової задачi (21) iснує i єдиний в просторi C2+α(Q(k))

([4, стор. 364]). Знайдемо його оцiнку. Використовуючи означення норми тa iнтерполя-
цiйнi нерiвностi iз [11], маємо

‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2+α ≤ (1 + εα)〈um; γ; β; 0; Q(k)〉2+α + c(ε)‖um; Q(k)‖0,

де ε — довiльне дiйсне число iз (0, 1). Тому досить оцiнити пiвнорму 〈um; γ; β; 0; Q(k)〉2+α.
Iз визначення пiвнорми випливає iснування в Q(k) точок P1, Hν, Rν, для яких правильна
одна з нерiвностей

1
2
‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2+α ≤ Eµ, µ ∈ {1, 2}, (22)

де

E1 = ∑
2i+|r|=2

|x(1)ν − x
(2)
ν |−αd((2 + α)γ, x̃)d(−αβν , x̃)

n

∏
j=1

d(−rjβj, x̃)|∂i
t∂

r
xum(Hν)− ∂i

t∂
r
xum(P1)|,

E2 = ∑
2i+|r|=2

|t(1) − t(2)|− α
2 d((2 + α)γ, x̃)

n

∏
j=1

d(−rjβj, x̃)|∂i
t∂

r
xum(Hν)− ∂i

t∂
r
xum(Rν)|,

d(γ, x̃) = min(d(γ, x(1)), d(γ, x(2))).
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Якщо |x(1)ν − x
(2)
ν | ≥ n−1d(γ − βν, x̃)

ε1

4
≡ T1, ε1 — довiльне дiйсне число iз (0, 1), то

E1 ≤ 2ε−α
1 ‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2 . (23)

Якщо |t(1) − t(2)| ≥ d(2γ, x̃)
ε2

1
16

≡ T2, то

E2 ≤ 2ε−α
1 ‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2 . (24)

Застосовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi до (23), (24), знаходимо

Eµ ≤ εα‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2+α + c(ε)‖um; Q(k)‖0 . (25)

Нехай |x(1)ν − x
(1)
ν | ≤ T1, |t(1) − t(2)| ≤ T2. Будемо вважати |x(1)ν − yν| ≥ 4T1, y ∈ ∂D i

d(γ, x̃) ≡ d(γ, x(1)), P1(t
(1), x(1)) ∈ Q(k), k ∈ {0, 1, . . . , N}. В областi Q(k) запишемо задачу

(21) у виглядi

[

∂t −
n

∑
ij=1

aij(P1)∂xi
∂xj

]

um =
n

∑
ij=1

[aij(P)− aij(P1)]∂xi
∂xj

um

−
n

∑
i=1

ai(P)∂xi
um − a0(P)um + fm(t, x) ≡ F(t, x; um),

(26)

um(tk + 0, x) = G
(k)
m (tk, x), (27)

n

∑
i=1

hi(P1)∂xi
um|Γ(k) =

{

∑
i=1

[hi(P1)− hi(P)]∂xi
um − h0(P)um + gm(P)

}
∣

∣

∣

Γ(k)

≡ Φm(t, x; um)|Γ(k) .

(28)

Нехай Vτ — область iз Q(k), Vτ = {(t, x) ∈ Q(k), |xj − x
(1)
j | ≤ τT1, j ∈ {1, . . . , n},

|t − t(1)| ≤ τ2T2}. В задачi (26), (28) зробимо замiну um(t, x) = vm(t, y), yj = d(βj , x(1))xj,
одержимо

(L2vm)(t, y) ≡
[

∂t −
n

∑
ij=1

aij(P1)d(βi + βj, x(1))∂yi
∂yj

]

vm = F(t, Y; vm), (29)

vm(tk + 0, Y) = G
(k)
m (tk, Y), (30)

(B2vm)(t, y)|
Γ(k) ≡

[ n

∑
i=1

hi(P1)d(βi , x(1))∂yi
vm

]

∣

∣

∣

∣

∣

Γ(k)

= Φm(t, Y; vm)|Γ(k) , (31)

де Y = (d(−β1, x(1))x1, . . . , d(−βn, x(1))xn).

Позначимо через y
(1)
j = d(βj , x(1))x

(1)
j , V

(1)
τ = {(t, y), |t − t(1)| ≤ τ2T2, |yj − y

(1)
j | ≤

τ
√

T2} i вiзьмемо тричi диференцiйовну функцiю η(t, y), яка задовольняє умови

η(t, y) =

{

1, (t, y) ∈ V
(1)
1/2, 0 ≤ η(t, y) ≤ 1;

0, (t, y) 6∈ V
(1)
3/4, |∂i

t∂
r
yη| ≤ crid(−(2i + |r|)γ, x(1)).
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Тодi функцiя ωm(t, y) = vm(t, y)η(t, y) задовольняє крайову задачу

(L2ωm)(t, y) =
n

∑
ij=1

aij(P1)d(βi + βj, x(1)){∂yi
vm∂yj

η + ∂yj
vm∂yi

η + vm∂yi
∂yj

η}

+ ηF(t, Y; vm) ≡ F1(t, y; vm),

(32)

ωm(tk + 0, y) = G
(k)
m (tk, Y)η(tk , y), (33)

(B2ωm)(t, y)|
Γ(k) =

{

η(t, y)Φ(t, Y; vm)− vm

n

∑
i=1

hi(P1)d(βi , x
(1)
i )∂yi

η
}

∣

∣

∣

∣

∣

Γ(k)

≡ Φ
(1)
m (t, Y; vm).

(34)
На пiдставi теореми 5.3 iз [4, стор. 364] для розв’язку задачi (32)–(34) i довiльних точок

(M1, M2) ⊂ V
(1)
1/2 справджується нерiвнiсть

d−α(M1, M2)|∂i
t∂

r
xvm(M1)− ∂i

t∂
r
xvm(M2)|

≤ c(‖F1‖Cα(V
(1)
3/4)

+ ‖G
(k)
m (η)‖

C2+α(V
(1)
3/4∩(t=tk))

+ ‖Φ
(1)
m ‖

C1+α(V
(1)
3/4∩Γ(k))

),
(35)

2i + |r| = 2, d(M1, M2) — параболiчна вiдстань мiж точками M1 i M2.
Враховуючи властивостi функцiї η(t, y), знаходимо

‖F1‖Cα(V
(1)
3/4)

≤ cd(−(2 + α)γ, x(1))(‖ fm ; γ; 0; 2γ; V
(1)
3/4‖α + ‖vm; V

(1)
3/4‖0 + ‖vm; γ; 0; 0; V

(1)
3/4‖2),

‖G
(k)
m η‖

Cα(V
(1)
3/4∩(t=tk))

≤ cd(−(2 + α)γ, x(1))(‖G
(k)
m ; γ; 0; 0; V

(1)
3/4 ∩ (t = tk)‖2+α,

‖Φ
(1)
m ‖

C1+α(V
(1)
3/4∩Γ(k))

≤ cd(−(2 + α)γ, x(1))(‖gm ; γ; 0; γ; V
(1)
3/4‖1+α

+ ‖vm; V
(1)
3/4‖0 + ‖vm; γ; 0; 0; V

(1)
3/4‖2),

(36)

Пiдставляючи (36) у (35) i повертаючись до змiнних (t, x), одержимо нерiвнiсть

Eµ ≤ (εα(n + 2) + ε1Cn2)‖um; γ; β; 0; Q(k)‖2+α + c(‖ fm; γ; 0; 2γ; Q(k)‖α

+ ‖gm; γ; β; γ; Q(k)‖1+α + ‖G
(k)
m ; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α + ‖um; Q(k)‖0).

(37)

Враховуючи значення виразу G
(k)
m (tk, x) при k = 0, маємо

‖G
(0)
m ; γ; β; 0; Q(0) ∩ (t = t0)‖2+α = ‖ϕ

(0)
m ; γ; β; 0; D‖2+α. (38)

Об’єднуючи нерiвностi (18), (25), (37), (38) i вибираючи ε, ε1 достатньо малими, одер-
жимо

‖um; γ; β; 0; Q(0)‖2+α ≤ c(‖ fm; γ; β; µ0; Q(0)‖α

+ ‖ϕ
(0)
m ; γ; β; 0; D‖2+α + ‖gm; γ; β; δ; Q(0)‖1+α).

(39)

Якщо k ≥ 1, то враховуючи значення виразу G
(k)
m (tk, x), одержимо нерiвностi

‖G
(k)
m ; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α ≤ (1 + |ψk|)‖um; γ; β; 0; Q(k−1)‖2+α

+ ‖ϕ
(k)
m ; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α.

(40)
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Об’єднуючи нерiвностi (19), (22), (25), (37), (38), (40) i вибираючи ε, ε1 достатньо малими,
одержимо нерiвностi

‖um; γ;β; 0; Q(k)‖2+α ≤ c(‖ fm; γ; β; µ0; Q(k)‖α + ‖gm; γ; β; δ; Q(k)‖1+α)

+ (1 + |ψk|)‖um; γ; β; 0; Q(k−1)‖2+α + ‖ϕ
(k)
m ; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α).

(41)

Оскiльки
‖ fm; γ; β; µ0; Q(k)‖α ≤ c‖ f ; γ; β; µ0; Q(k)‖α, ‖gm; γ; β; δ; Q(k)‖1+α ≤ c‖g; γ; β; δ; Q(k)‖1+α,

‖ϕ
(k)
m ; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α ≤ c‖ϕk; γ; β; 0; Q(k) ∩ (t = tk)‖2+α,

то об’єднавши нерiвностi (39) i (41), одержимо оцiнку (20).

Розглянемо випадок |x(1)ν − yν| ≤ 4T1, y ∈ ∂D, ν ∈ {1, 2, . . . , n}. Вважаємо для простоти
ν = n. Нехай K(P) — куля радiуса R0, R0 ≥ 4(T1n + T2) з центром в деякiй точцi P ∈ Γ(k),
яка мiстить точки P1, Hj, Rj. Використовуючи обмеження на гладкiсть межi ∂D, можна
розпрямити ∂D ∩ K(P) за допомогою взаємно однозначного перетворення x = ψ(ξ) iз [12,
стор. 126]. В результатi такого перетворення область Q(k) ∩K(P) перейде в область Π, для
точок якої ξn ≥ 0.

Вважаємо, що um(t, x), P1, Hj, Rj при цьому перетвореннi переходять вiдповiдно в
vm(t, ξ), M1, Zj, Θj. Позначимо коефiцiєнти диференцiальних виразiв L1, B1 в областi Π

через ãij(t, ξ), ãi(t, ξ), ã0(t, ξ), h̃k(t, ξ), h̃0(t, ξ). Тодi vm(t, ξ) буде розв’язком задачi
[

∂

∂t
−

n

∑
ji=1

ãij(M1)∂ξi
∂ξ j

]

vm =
n

∑
ij=1

[ãij(t, ξ)− ãij(M1)]∂ξi
∂ξ j

vm −
n

∑
i=1

ãi(t, ξ)∂ξi
vm

− ã0(t, ξ)vm + fm(t, π(ξ)),

vm(t0 + 0, ξ) = G
(k)
m (tk, π(ξ)),

n

∑
i=1

h̃i(M1)∂ξi
vm

∣

∣

∣

ξn=0
=

{ n

∑
i=1

[h̃i(M1)− h̃i(t, ξ)]∂ξi
vm − h̃0(t, ξ)vm + gm(t, π(ξ))

}

∣

∣

∣

∣

∣

ξn=0

.

Повторюючи мiркування, наведенi при знаходженнi оцiнок розв’язку задачi (21), i ви-
користовуючи при цьому теорему 6.1 iз [4, стор. 364], одержимо нерiвнiсть (20).

Доведення теореми 1. Права частина нерiвностi (20) не залежить вiд m. Крiм того, послi-

довностi {U
(0)
m } ≡ {um}, {U

(1)
m } ≡ {d(γ − βi, x)∂xi

um(t, x)}, {U
(2)
m } ≡ {d(2γ; x) ∂tum(t, x)},

{U
(3)
m } ≡ {d(2γ − βi − βj, x)∂xi

∂xj
um(t, x)} рiвномiрно обмеженi i рiвностепенно неперерв-

нi в областях Q(k). За теоремою Арчела iснують пiдпослiдовностi {U
(µ)
m(j)

}, рiвномiрно збi-

жнi в Q(k) до {U
(µ)
0 } при m(j) → ∞, µ ∈ {0, 1, 2, 3}. Переходячи до границi при m(j) →

∞ в задачi (6)–(9), одержимо, що u(t, x) = U
(0)
0 — єдиний розв’язок задачi (1)–(4), u ∈

C2+α(γ; β; 0; Q).

3 ВИСНОВКИ

Дослiджено задачу з косою похiдною для лiнiйного параболiчного рiвняння зi степе-
невими особливостями довiльного порядку в коефiцiєнтах на деякiй множинi точок та
iмпульсними умовами за часовою змiнною.

В гельдерових просторах зi степеневою вагою доведено iснування, єдинiсть та одер-
жанi оцiнки похiдних розв’язку поставленої задачi.
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Надiйшло 24.10.2013

Pukalskiy I.D. The problem with inclined derivative for a parabolic equations with impulse conditions and

degeneration. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 342–350.

By application of maximum principle and apriori estimates it is studied the inclined derivative
problem for a linear parabolic equation with power singularity in the coefficients with respect to
space variables and impulse conditions respect to time variable. It is established the uniqueness and
the existence of the solution of the stated problem in Hölder spaces.

Key words and phrases: boundary problem, impulse condition, degeneration, peculiarities.

Пукальский И.Д. Задача с косой производной для параболических уравнений с импульсными усло-

виями и вырождением // Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №2. — C. 342–350.

С помощью принципа максимума и априорных оценок изучается задача с косой производ-
ной для линейного параболического уравнения со степенными особенностями в коэффициен-
тах по пространственным переменным и импульсными условиями по временной переменной.
В гельдеровых пространствах со степенным весом установлено существование и единствен-
ность решения поставленной задачи.

Ключевые слова и фразы: краевая задача, импульсное условие, вырождение, особенности.


