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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ З

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ У КОМПЛЕКСНIЙ ОБЛАСТI

Дослiджено нелокальну крайову задачу для рiвняння з частинними похiдними з опера-

тором узагальненого диференцiювання B = z
∂

∂z
, який дiє на функцiї скалярної комплексної

змiнної z. Доведено теорему єдиностi та теореми iснування розв’язку задачi у просторi Hn
q (D).

Встановлено умови бiєктивностi оператора нелокальних умов задачi. Показано коректнiсть за
Адамаром задачi, що вiдрiзняє її вiд некоректної за Адамаром задачi з багатьма просторовими
комплексними змiнними, розв’язнiсть якої пов’язана з проблемою малих знаменникiв.
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ренцiювання, узагальненi функцiї, дискримiнант многочлена, результант многочленiв, малi
знаменники.

Lviv Polytechnic National University, 12 Bandera str., 79013, Lviv, Ukraine
E-mail: ilkivv@i.ua (Iлькiв В.С.), syluga@mail.ru (Волянська I.I.)

ВСТУП

В останнi роки значний iнтерес викликають крайовi задачi для диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними. Зокрема, одним з найважливiших питань загальної теорiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними є встановлення умов коректностi цих
задач. У цьому планi порiвняно добре вивченi крайовi задачi для лiнiйних i нелiнiйних
рiвнянь класичних типiв та їх узагальнень, якi зберiгають властивостi вiдповiдного типу.
Що стосується побудови теорiї безтипних рiвнянь, то вона далеко не завершена, багато
задач потребують подальшого ретельного вивчення.

Серед некласичних крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними та для дифе-
ренцiально-операторних рiвнянь важливе мiсце посiдають задачi з нелокальними крайо-
вими умовами, якi пов’язують значення шуканих розв’язкiв та їх похiдних у рiзних (двох
або бiльше) граничних чи внутрiшнiх точках розглядуваної областi. У загальному ви-
падку такi задачi є некоректними за Адамаром, а їх розв’язнiсть залежить вiд проблеми
малих знаменникiв, якi виникають при побудовi загального розв’язку.

Коректнiсть нелокальних крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними дослiджувалися у роботах багатьох авторiв (див. [2, 10, 11]), при накладаннi
додаткових обмежень на рiвняння, крайовi умови та областi розгляду задач.

Дослiдженню задач з нелокальними крайовими умовами за часом та умовами перi-
одичностi за просторовими змiнними для рiвнянь з частинними похiдними присвячено,

УДК 517.946+511.37
2010 Mathematics Subject Classification: 35G15, 35E05.

c© Iлькiв В.С., Волянська I.I., 2014



НЕЛОКАЛЬНА ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА У КОМПЛЕКСНIЙ ОБЛАСТI 45

зокрема, роботи [1, 6, 12], у яких для аналiзу оцiнок знизу малих знаменникiв було вико-
ристано методи i результати метричної теорiї чисел.

Ранiше некоректнi задачi з нелокальними умовами для рiвнянь з частинними похi-
дними вивчалися лише у дiйсних областях, а у комплекснiй областi не вивчалися. Задачу
Кошi для диференцiальних рiвнянь з комплексними змiнними вивчав Дубiнський Ю. А.,
результати якого опублiковано у працях [3, 4].

У статтi дослiджено нелокальну крайову задачу для диференцiального рiвняння з

узагальненим оператором диференцiювання B = z
∂

∂z
за умови однiєї комплексної змiн-

ної. Встановлено критерiї однозначної розв’язностi задачi у просторi Hn
q (D). Доведено

бiєктивнiсть оператора нелокальних умов задачi. Показано, що для однiєї просторової
змiнної вiдповiднi знаменники не є малими i оцiнюються знизу деякими сталими.

Отриманi результати узагальнюють дослiдження робiт [7, 8, 9].

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Позначимо S — область з множини C \ {0}, D = [0; T] × S , де T > 0. Нехай W —
лiнiйний простiр скiнченних сум (основних функцiй) вигляду P(z)= ∑

k
Pkzk, де z∈S , Pk —

комплекснi коефiцiєнти, k∈Z. Кожну основну функцiю P(z) можна подати як суму трьох

доданкiв: P(z) = P0 + P1(z) + P2

(1
z

)

, де P1(z)= ∑
k

Pkzk i P2(w)= ∑
k

P−kwk — многочлени з

нульовими вiльними членами (P1(0)=P2(0)=0).
Простiр W′ — спряжений простiр з простором W; це простiр узагальнених функцiй

(лiнiйних неперервних функцiоналiв Q : W → C), якi є формальними рядами (рядами

Лорана) Q(z) = ∑
k∈Z

Qkzk =
∞

∑
k=−∞

Qkzk, що дiють на основну функцiю P ∈ W за правилом

〈Q, P〉 = ∑
k

QkP̄k.

Введемо ще шкали просторiв {Hq(S)}q∈R i {Hn
q (D)}q∈R , де Hq(S) — гiльбертовий про-

стiр функцiй ψ = ψ(z) = ∑
k∈Z

ψkzk, який отриманий поповненням W за нормою

‖ψ‖q =
(

∑
k∈Z

k̃2q|ψk|2
)

1
2
, k̃ =

√

1 + k2,

а Hn
q (D), n ∈ Z+, — банахiв простiр таких функцiй u(t, z), що похiднi

∂ru(t, z)

∂tr
,

r = 0, 1, . . . , n, якi визначенi формулою
∂ru(t, z)

∂tr
= ∑ k ∈ Zu

(r)
k (t)zk, для кожного t ∈ [0, T]

належать до просторiв Hq−r(S) вiдповiдно i неперервнi за змiнною t у цих просторах.
Квадрат норми функцiї u у просторi Hn

q (D) обчислюється за формулою

‖u‖2
Hn

q (D) =
n−1

∑
r=0

max
[0,T]

∥

∥

∥

∂ru(t, ·)
∂tr

∥

∥

∥

2

Hq−r(S)
.

Зауважимо, що Bsψ ∈ Hq−s(S) для всiх s ∈ N, якщо ψ ∈ Hq(S), де B — оператор уза-

гальненого диференцiювання, тобто Bψ = z
∂ψ

∂z
, а степенi оператора B визначено форму-

лами B0ψ = ψ, Bsψ = B(Bs−1ψ) при s ∈ N \ {1}, (зокрема, маємо Bs
(

zk
)

= kszk).
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В областi D розглянуто задачу з нелокальними умовами

Lu = ∑
s0+s1≤n

as0,s1 Bs1
∂s0u

∂ts0
= 0, (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣

∣

∣

t=0
− ∂mu

∂tm

∣

∣

∣

t=T
= ϕm, m = 0, 1, . . . , n − 1, (2)

де as0,s1 ∈ C, µ ∈ C \ {0}, an,0 = 1, u = u(t, z) — шукана функцiя, а ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 — заданi
функцiї змiнної z.

Якщо виконується умова u∈Hn
q (D) для елемента u = ∑

k∈Z

uk(t)z
k, то вiрними є форму-

ли Bu = ∑
k∈Z

kuk(t)z
k ∈ Hn

q−1(D), Lu ∈ H0
q−n(D) i Mmu ∈ Hq−m(S) для m = 0, 1, . . . , n − 1.

Означення. Пiд розв’язком задачi (1), (2) будемо розумiти функцiю u = u(t, z), яка задо-
вольняє рiвняння (1) i умови (2) та належить до простору Hn

q (D).

Для iснування розв’язку задачi (1), (2) необхiдно, щоб функцiї ϕm належали до про-
сторiв Hq−m(S) при m = 0, 1, . . . , n− 1 вiдповiдно. Це твердження є наслiдком з означення
розв’язку задачi та властивостей просторiв Hn

q (D) i Hq(S).

2 ПОБУДОВА ФОРМАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ. ТЕОРЕМА ЄДИНОСТI

Розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у виглядi ряду:

u(t, z) = ∑
k∈Z

uk(t)z
k, (3)

де коефiцiєнти uk = uk(t) — невiдомi функцiї, якi треба визначити.

Запишемо оператор L з рiвняння (1) у виглядi суми Lu =
n

∑
j=0

bj(B)
∂n−j

∂tn−j
, де оператор

bj(B) =
j

∑
s1=0

an−j,s1 Bs1 , j = 0, 1, . . . , n, є многочленом не вище j-го степеня вiд оператора B,

зокрема, b0(B) — одиничний оператор.
Функцiя uk з формули (3) для кожного k ∈ Z є класичним розв’язком вiдповiдної

задачi для звичайного диференцiального рiвняння, а саме задачi:

n

∑
j=0

bj(k)u
(n−j)
k = 0, (4)

µu
(m)
k

∣

∣

∣

t=0
− u

(m)
k

∣

∣

∣

t=T
= ϕmk, m = 0, 1, . . . , n − 1, (5)

де bj(k) =
j

∑
s1=0

an−j,s1ks1 — многочлени степеня не вище j, ϕmk — коефiцiєнти Фур’є функ-

цiї ϕm, тобто коефiцiєнти ряду ϕm(z) = ∑
k∈Z

ϕmzzk.

Єдинiсть розв’язку uk задачi (4), (5) у просторi Cn[0, T] для всiх k ∈ Z є необхiдною
i достатньою умовою єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi Hn

q (D) для довiльного
q ∈ R. Саме тому, якщо хоча б для одного k iснує нетривiальний розв’язок ûk = ûk(t)

однорiдної задачi (4), (5), то однорiдна задача (1), (2) також має нетривiальний розв’язок
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u = û(t, z), який визначається формулою û(t, z) = ûk(t)z
k, i розв’язок задачi (1), (2) не

може бути єдиним.
Для побудови розв’язку задачi (4), (5) у рiвняннi (4) пронормуємо коефiцiєнти bj(k),

j = 1, . . . , n, i подамо їх у виглядi добутку bj(k) = k̃jb̃j(k). Функцiї b̃j(k), як i коефiцiєнти
bj(k), лiнiйно залежать вiд параметрiв an−j,0, an−j,1, . . . , an−j,j i рiвномiрно обмеженi за k.
Очевидно, виконується нерiвнiсть

∣

∣b̃j(k)
∣

∣ ≤
j

∑
s1=0

∣

∣an−j,s1

∣

∣

|k|s1

k̃j
≤ max

s1=0,1,...,j

∣

∣an−j,s1

∣

∣

j

∑
s1=0

|k|s1

k̃j
.

Якщо коефiцiєнти as0,s1 ∈ C рiвняння (1) розглядати у крузi деякого радiуса A з центром
у початку координат комплексної площини, то отримаємо оцiнки

∣

∣b̃j(0)
∣

∣ =
∣

∣an−j,0
∣

∣ ≤ A,
∣

∣b̃j(±1)
∣

∣ ≤ (j + 1)2−
j
2 A ≤ 3

2
A,

∣

∣b̃j(k)
∣

∣ ≤ A

k̃j

|k|j+1

|k| − 1
<

A|k|
|k| − 1

, k 6∈ {−1, 0, 1},

тобто
∣

∣b̃j(k)
∣

∣ < 2A для всiх k ∈ Z. Звiси випливає, що для всiх (з врахуванням кратностi)
коренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена

Pk(λ) =
n

∏
j=1

(λ − λj(k)) = λn +
n

∑
j=1

b̃j(k)λ
n−j

виконуються нерiвностi [5]:

|λj(k)| ≤ 1 + max {|b̃1|, . . . , |b̃n|} ≤ 1 + 2A. (6)

Очевидно, що числа γj = k̃λj(k) є коренями вiдповiдного характеристичного рiвняння
γn + b1(k)γ

n−1 + . . . + bn(k) = 0 для диференцiального рiвняння (4).
Позначимо через K множину тих цiлих чисел k, для яких многочлен Pk(λ) має кра-

тний корiнь.
Для рiзних коренiв λ1(k), . . . , λn(k) загальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд

uk(t) =
n

∑
l=1

Ckle
k̃λl(k)t, k ∈ Z \ K, (7)

де Ckl — довiльнi комплекснi сталi, i належить до простору Cn[0, T].
Якщо uk(t) — розв’язок задачi (4), (5), то числа C̃kl =

(

µ − ek̃λl(k)T
)

Ckl, l = 1, 2, . . . , n,
утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебричних рiвнянь

n

∑
l=1

λm
l (k)C̃kl =

ϕm,k

k̃m
, m = 0, 1, . . . , n − 1 (8)

з матрицею Вандермонда
(

λm−1
l (k)

)n

m,l=1. Навпаки, якщо числа C̃kl, де l = 1, 2, . . . , n, утво-
рюють розв’язок системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (8), то функцiя uk(t), що визна-

чена формулою (7), в якiй Ckl =
C̃kl

µ − ek̃λl(k)T
, є розв’язком задачi (4), (5).

Розв’язуючи систему (8) за правилом Крамера, одержуємо рiвностi

C̃kl =
n−1

∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
k̃−j ϕjk, k ∈ Z \ K,
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де ∆(k) = ∏
1≤r<q≤n

(

λq(k) − λr(k)
)

— визначник Вандермонда, а ∆jl(k) — його вiдповiднi

алгебричнi доповнення, j = 0, 1, . . . , n − 1, l = 1, 2, . . . , n.
Для того, щоб задача (4), (5) мала єдиний класичний розв’язок для кожного k ∈ Z \ K,

необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова µ 6= ek̃λl(k)T для l = 1, . . . , n. З цiєї умови

випливає, що ln µ 6= k̃λl(k)T + i2πm, або λl(k) 6= ln µ − i2πm

k̃T
для довiльних m ∈ Z та

l = 1, 2, . . . , n.
У протилежному випадку, коли µ = ek̃λl(k)T для деякого l, iснує таке число m ∈ Z, що

корiнь λl(k) визначається за формулою: λl(k) =
ln µ − i2πm

k̃T
. Тому виконується рiвнiсть

(ln µ − i2πm)n

Tnk̃n
+

n

∑
j=1

b̃j(k)
(ln µ − i2πm)n−j

Tn−jk̃n−j
= 0 чи еквiвалентна їй рiвнiсть

(ln µ − i2πm)n +
n

∑
j=1

bj(k)T
j(ln µ − i2πm)n−j = 0. (9)

Для кратних коренiв (k ∈ K) загальний розв’язок рiвняння (4) також буде мати виг-
ляд (7), в якому, залежно вiд кратностi коренiв λl(k), замiсть числових коефiцiєнтiв Ckl

будуть многочленнi коефiцiєнти Ckl(t). Можна показати, що умова (9) буде необхiдною i
достатньою умовою єдиностi розв’язку задачi (4), (5) i за кратних коренiв [6, 12].

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi Hn
q (D) необхiдно i достатньо,

щоб рiвняння (9) не мало розв’язкiв у цiлих числах m i k.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай однорiдна задача (1), (2) у просторi Hn
q (D) має не бiльше

одного розв’язку. Якщо iснує розв’язок задачi (1), (2), тодi всi функцiї uk(t) знаходяться
однозначно, тобто однорiдна задача (4), (5) у просторi C

n[0; T] для всiх k ∈ Z має єди-

ний розв’язок. Отже, ∆(k) ·
n

∏
l=1

(

µ − ek̃λl(k)T
)

6= 0, якщо k ∈ Z \ K, тобто µ 6= ek̃λl(k)T для

l = 1, . . . , n. Таким чином, рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m i k. Аналогiчнi
нерiвностi отримуємо при k ∈ K.

Достатнiсть. Доведемо вiд супротивного. Нехай рiвняння (9) має розв’язок для k∗, m∗.

Тодi можна вважати, що λ1(k
∗) =

ln µ − i2πm∗

k̃∗T
, а однорiдна задача (4), (5) має розв’язок

ek̃∗λ1(k)t = e(ln µ−i2πm∗) t
T . Звiдси випливає, що задача (1), (2) у просторi Hn

q (D) якщо має, то

безлiч розв’язкiв, оскiльки u∗(t, z) = Czk∗e(ln µ−i2πm∗) t
T , де C — довiльна комплексна стала,

є розв’язками вiдповiдної однорiдної задачi. Теорему доведено.

Для фiксованих µ та T рiвняння (9) визначають злiченну кiлькiсть прямих у просто-
рi коефiцiєнтiв as0,s1 диференцiального рiвняння (1), а для фiксованих as0,s1 — злiченну
кiлькiсть точок на площинi змiнної ln µ за фiксованого T, або злiченну кiлькiсть точок на
осi змiнної T за фiксованого µ. Тому множини коефiцiєнтiв чи параметрiв задачi (1), (2),
для яких не виконуються умови єдиностi, мають нульову мiру.

За умов теореми 1 для довiльного k ∈ Z розв’язок uk(t) задачi (4), (5) iснує, а при
k ∈ Z \ K має такий вигляд:

uk(t) =
n

∑
l=1

n−1

∑
j=0

∆jl(k)

∏
1≤r<q≤n

(

λq(k)− λr(k)
)

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T
k̃−j ϕjk. (10)
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За формулою (3) формальний розв’язок задачi (1), (2) подається у виглядi ряду

u(t, z) = ∑
k∈K

uk(t)z
k + ∑

k∈Z\K

n

∑
l=1

n−1

∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T
k̃−j ϕjkzk. (11)

3 ОЦIНЮВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ. ТЕОРЕМА IСНУВАННЯ

Доведемо належнiсть розв’язку (11) задачi (1), (2) до простору Hn
q (D). Враховуючи, що

K — скiнченна множина (буде показано далi), оцiнимо абсолютну величину функцiй uk

та їх похiдних до порядку n лише для k ∈ Zp \ K, зокрема

∣

∣u
(r)
k (t)

∣

∣ ≤ k̃r

|∆(k)| max
j,l

|∆jl(k)|
n

∑
l=1

∣

∣λr
l (k)e

k̃λl(k)t
∣

∣

∣

∣µ − ek̃λl(k)T
∣

∣

n−1

∑
j=0

∣

∣k̃−j ϕjk

∣

∣, t ∈ [0, T].

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату i перетворимо до вигляду

∣

∣u
(r)
k (t)|2 ≤ n3(1 + 2A)2r k̃2r

|∆(k)|2 max
j,l

|∆jl(k)|2 max
l

∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣

2 n−1

∑
j=0

∣

∣k̃−j ϕjk

∣

∣

2. (12)

Оскiльки ∆jl(k) — визначники порядку n − 1, що мають обмеженi елементи, якi є сте-
пенями чисел λ1, . . . , λn, то з (6) маємо

|∆jl(k)| ≤ (n − 1)!(1 + 2A)(n−1)n/2. (13)

Для подальшої оцiнки |uk| розглянемо вираз ∆2(k) у формулi (12), який є дискримiнан-
том D(k) полiнома Pk(λ), i для якого справедливi такi два зображення:

∆2(k) = D(k) = ∏
1≤r<q≤n

(

λq(k)− λr(k)
)2

= k̃−n(n−1) ∏
1≤r<q≤n

(

k̃λq(k)− k̃λr(k)
)2,

D(k) = ±

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 b̃1(k) . . . b̃n−1(k) b̃n(k) 0 . . . 0
0 1 . . . b̃n−2(k) b̃n−1(k) b̃n(k) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . b̃1(k) b̃2(k) b̃3(k) . . . b̃n(k)

n (n − 1)b̃1(k) . . . b̃n−1(k) 0 0 . . . 0
0 n . . . 2b̃n−2(k) b̃n−1(k) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n − 1)b̃1(k) (n − 2)b̃2(k) . . . b̃n−1(k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

де знак перед визначником визначає формула (−1)(n−1)n/2.
Дискримiнант D(k) подамо у виглядi многочлена:

D(k) = D0

(k

k̃

)n(n−1)
+

D1

k̃

(k

k̃

)n(n−1)−1
+

D2

k̃2

(k

k̃

)n(n−1)−2
+ . . . +

Dn(n−1)

k̃n(n−1)

=
(k

k̃

)n(n−1)(

D0 +
D1

k
+

D2

k2 + . . . +
Dn(n−1)

kn(n−1)

)

, (14)
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де D0, D1, D2, . . . , Dn(n−1) — комплекснi числа, якi є многочленами вiд as0,s1 , причому D0 —

дискримiнат многочлена λn +
n

∑
j=1

an−j,jλ
n−j (цей многочлен будується за головною части-

ною рiвняння (1)):

D0 = (−1)
(n−1)n

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 an−1,1 . . . a1,n−1 a0,n 0 . . . 0
0 1 . . . a2,n−2 a1,n−1 a0,n . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,1 an−2,2 an−3,3 . . . a0,n

n (n−1)an−1,1 . . . a1,n−1 0 0 . . . 0
0 n . . . 2a2,n−2 a1,n−1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n−1)an−1,1 (n−2)an−2,2 . . . a1,n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

Dn(n−1) — дискримiнат многочлена λn +
n

∑
j=1

an−j,0λn−j (многочлен будується за коефiцi-

єнтами бiля чистих за t похiдних):

Dn(n−1) = (−1)
(n−1)n

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 an−1,0 . . . a1,0 a0,0 0 . . . 0
0 1 . . . a2,0 a1,0 a0,0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,0 an−2,0 an−3,0 . . . a0,0

n (n−1)an−1,0 . . . a1,0 0 0 . . . 0
0 n . . . 2a2,0 a1,0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n (n−1)an−1,0 (n−2)an−2,0 . . . a1,0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Нехай D0 6= 0, тодi дискримiнант D(k) при k 6= 0 факторизуємо так:

D(k) =
D0

2

(k

k̃

)n(n−1)(

2 +
2D1

D0k
+

2D2

D0k2 + . . . +
2Dn(n−1)

D0kn(n−1)

)

=
D0

2

(k

k̃

)n(n−1)(

2 +
2

kD0

(

D1 +
D2

k
+ . . . +

Dn(n−1)

kn(n−1)−1

))

.

З останньої формули випливає нерiвнiсть |D(k)| ≥ |D0|
2

·
( |k|

k̃

)n(n−1)
при |k| ≥ D̃0

|D0|
, де

D̃0 = 2(|D1|+ |D2|+ . . . + |Dn(n−1)|).
Для дробу |k|/k̃ справедливою є оцiнка

|k|
k̃

≥ 1√
2

, k ∈ Z
p \ {0}. (15)

Врахувавши нерiвнiсть (15), оцiнимо модуль D(k) знизу

|D(k)| ≥ |D0|
2

·
( 1√

2

)n(n−1)
=

(

√
2
)−n(n−1)−2|D0|, |k| ≥ D̃0

|D0|
. (16)

Отримана оцiнка є точною за k при |k| ≥ D̃0

|D0|
, оскiльки оцiнка зверху, яка випливає iз

зображення дискримiнанта D(k), має такий вигляд: |D(k)| ≤ 3
2
|D0|.



НЕЛОКАЛЬНА ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА У КОМПЛЕКСНIЙ ОБЛАСТI 51

З оцiнки (16) випливає також скiнченнiсть множини K.

У формулi (12) залишається оцiнити зверху дроби
ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T
. Для цього викорис-

таємо такi двi формули:
∣

∣ek̃λl(k)t
∣

∣ = ek̃Re λl(k)t ≤ max
{

1; ek̃Re λl(k)T
}

та k̃|Re λj| → ∞ при
|k| → ∞. Очевидно, що треба довести лише другу формулу.

З рiвностi 2Re λj(k)=λj(k) + λ̄j(k)=λj(k)−(−λ̄j(k)) i того, що −λ̄1(k), . . . ,−λ̄n(k) є ко-

ренями многочлена P1k(λ) =
n

∏
j=1

(λ + λ̄j(k)) = λn +
n

∑
j=1

(−1)−j ¯̃bj(k)λ
n−j , отримаємо, що

числа 2Re λj(k) є множниками результанта R(k) =
n

∏
j=1

n

∏
l=1

(λj(k) − (−λ̄l(k))) многочленiв

Pk та P1k. Цей результант дорiвнює такому визначнику:

R(k) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 b̃1(k) . . . b̃n−1(k) b̃n(k) 0 . . . 0
0 1 . . . b̃n−2(k) b̃n−1(k) b̃n(k) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . b̃1(k) b̃2(k) b̃3(k) . . . b̃n(k)

1 − ¯̃b1(k) . . . (−1)n−1 ¯̃bn−1(k) (−1)n ¯̃bn(k) 0 . . . 0
0 1 . . . (−1)n−2 ¯̃bn−2(k) (−1)n−1 ¯̃bn−1(k) (−1)n ¯̃bn(k) . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . − ¯̃b1(k) − ¯̃b2(k) − ¯̃b3(k) . . . (−1)n ¯̃bn(k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Для довiльного j = 1, . . . , n оцiнимо модуль даного результанта зверху:

|R(k)| ≤ 2n2
(1 + 2A)n2−1|Re λj|.

Для оцiнки знизу подамо результант у виглядi

R(k) =
(k

k̃

)n2
(

R0 +
R1

k
+

R2

k2 + . . . +
Rn2

kn2

)

, k 6= 0, (17)

де R0 дорiвнює такому визначнику:

R0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 an−1,1 . . . a1,n−1 a0,n 0 . . . 0
0 1 . . . a2,n−2 a1,n−1 a0,n . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1,1 an−2,2 an−3,3 . . . 0
1 −ān−1,1 . . . (−1)n−1 ā1,n−1 (−1)n ā0,n 0 . . . 0
0 1 . . . (−1)n−2 ā2,n−2 (−1)n−1 ā1,n−1 (−1)n ā0,n . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −ān−1,1 −ān−2,2 −ān−3,3 . . . (−1)n ā0,n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

i у випадку R0 6= 0 маємо добуток

R(k) =
R0

2

(k

k̃

)n2
(

2 +
2

kR0

(

R1 +
R2

k
+ . . . +

Rn2

kn2−1

))

.

Якщо k ∈ Z i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де R̃0 = 2(|R1|+ |R2|+ . . . + |Rn2 |), то справджується нерiвнiсть

|R(k)| ≥ |R0|
2

( |k|
k̃

)n2

≥ (
√

2)−n2−2|R0|.
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З даної нерiвностi випливає друга формула, оскiльки k̃ → ∞, коли |k| → ∞:

k̃|Re λj(k)| ≥ k̃ · 2−n2
(1 + 2A)1−n2 |R(k)| ≥ k̃ · (

√
2)−3n2−2(1 + 2A)1−n2 |R0| → ∞.

Для шуканої оцiнки дробiв врахуємо знак Re λj(k). Якщо Re λj(k) > 0, то справджує-
ться рiвномiрна на [0, T] оцiнка

∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣
≤ ek̃Re λl(k)T

∣

∣µ − ek̃λl(k)T
∣

∣

=
ek̃Re λl(k)T

ek̃Re λl(k)T
∣

∣

∣

µ

ek̃λl(k)T
− 1

∣

∣

∣

=
1

∣

∣

∣
µe−k̃λl(k)T − 1

∣

∣

∣

≤ 2

при k̃ ≥ M1

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де M1 =

ln(2|µ|)
T

(
√

2)3n2+2(1 + 2A)n2−1.

Якщо ж Re λj(k) < 0, то аналогiчно

∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣
=

1
∣

∣µ − ek̃λl(k)T
∣

∣

≤ 2
|µ|

при k̃ ≥ M2

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, де M2 =

ln(2/|µ|)
T

(
√

2)3n2+2(1 + 2A)n2−1.

Отже, при k̃ ≥ max
(M1, M2)

|R0|
=

(
√

2)3n2+2(1 + 2A)n2−1

T|R0|
ln 2|µ| i |k| ≥ R̃0

|R0|
для виразу

∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣
справджується така нерiвнiсть:

∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣
≤ 2 max

(

1,
1
|µ|

)

. (18)

Таким чином, враховуючи нерiвностi (12), (13), (16) i (18), для всiх t ∈ [0, T] отримаємо
оцiнку розв’язку задачi (4), (5) та його похiдних

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃00

|D0|
n−1

∑
j=0

|k̃|2(r−j)|ϕjk|2, k ∈ Z \ K00, r = 0, 1, . . . , n, (19)

де C̃00 = C̃00(A, n, µ) > 0, K00 — множина цiлих чисел k, для яких справедлива нерiвнiсть

|k| ≤ max
( D̃0

|D0|
,

R̃0

|R0|
)

або нерiвнiсть k̃ ≤ max
(M1, M2)

|R0|
.

Теорема 2. Нехай виконуються умови:
(I00) D0 6= 0;
(II00) R0 6= 0;
(III00) для всiх k ∈ K00 рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m; а також

ϕ0 ∈ Hq(S), ϕ1 ∈ Hq−1(S),. . . , ϕn−1 ∈ Hq−n+1(S). Тодi iснує лише один розв’язок за-
дачi (1), (2), який належить до простору Hn

q (D). Цей розв’язок неперервно залежить вiд
правих частин ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 умов (2).

Доведення. За умов (I00) i (II00) справджується оцiнка (19) розв’язку uk задачi (4), (5) для
k ∈ Z \ K00. Якщо ж k ∈ K00, то розв’язок uk iснує та належить до простору C

n[0, T] за
умовою (III00).
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Враховуючи формулу (11) та нерiвнiсть (19), оцiнимо зверху квадрат норми розв’язку
задачi (1), (2):

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
n

∑
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∑
k∈K00

∣

∣u
(r)
k (t)

∣

∣

2
k̃2(g−r)

+
C̃00

|D0|
n

∑
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∑
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|D0|
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∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j(S), (20)

де додатна величина C0 залежить вiд коефiцiєнтiв as0,s1 рiвняння (1) i параметра µ, а та-
кож вiд чисел A та n. Остання нерiвнiсть у формулi (20) випливає зi скiнченностi множи-
ни K00. Теорему доведено.

Iз теореми 2 iснування розв’язку отримуємо важливий наслiдок про бiєктивну влас-
тивiсть оператора задачi (1), (2).

Наслiдок. За умов теореми 2 оператор нелокальних умов (2) є бiєктивним вiдображен-
ням u 7→ (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1) з простору розв’язкiв u рiвняння (1), якi належать до Hn

q (D),
на простiр Hq(S)× Hq−1(S)× . . . × Hq+1−n(S) вектор-функцiй (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1).

Зауважимо, що умови теореми 2, для майже всiх, у сенсi мiри Лебеґа, коефiцiєнтiв
as0,s1 диференцiального рiвняння (1) виконуються, тобто вони можуть не виконуватися
лише для множини нульової мiри.

4 ДОСЛIДЖЕННЯ УМОВ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЗАДАЧI

Встановимо розв’язнiсть задачi (1), (2) при порушеннi умов теореми 2. Всього розгля-
немо чотири варiанти теорем iснування, якi узагальнюють цю теорему. Використаємо
вiдповiдну нумерацiю з iндексами для формул та позначення C1, C2, C3, C4 для додатних
величин, якi залежать вiд коефiцiєнтiв as0,s1 , параметра µ, чисел A та n i не залежать вiд
вектор-функцiй (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1).

А) У першому випадку нехай не виконується умова (I00), тобто D0 = 0. Припустимо
також, що D1 6= 0. Для k 6= 0 дискримiнант (14) запишемо у виглядi добутку
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.

Тодi для |k| ≥ D̃1

|D1|
, де D̃1 = 2(|D2| + |D3| + . . . + |Dn(n−1)|), отримаємо нерiвнiсть

|D(k)| ≥ |D1|
2

·
( |k|

k̃

)n(n−1)−1
· 1

k̃
.

З нерiвностi (15) випливає така оцiнка знизу модуля дискримiнанта D(k):

|D(k)| ≥ |D1|
2

·
( 1√

2

)n(n−1)−1
· 1

k̃
=

(
√

2
)−n(n−1)−1|D1|

k̃
, |k| ≥ D̃1

|D1|
. (161)

З точнiстю до сталої, отримуємо таку ж оцiнку зверху: |D(k)| ≤ 3|D1|
2k̃

.
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Цi оцiнки показують, що порушення умови (I00) означає нескiнченну малiсть (першо-
го порядку стосовно 1/k̃) дискримiнанта D(k) при k̃ → ∞. Оцiнка (16) показує, що при
виконаннi умови (I00) модуль дискримiнанта оцiнюється знизу i зверху сталими.

На основi формул (12), (13), (161), (18) для всiх t ∈ [0, T] отримаємо нерiвностi

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃10

|D1|
n−1

∑
j=0

|k̃|2(r−j−1)|ϕjk|2, k ∈ Z \ K10, r = 0, 1, . . . , n, (191)

де C̃10 = C̃10(A, n, µ) > 0, K10 =
{

k ∈ Z : |k| ≤ max
( D̃1

|D1|
,

R̃0

|R0|
)

∨ k̃ ≤ max
(M1, M2

|R0|
)}

.

Теорема 3. Нехай виконується умова (II00) теореми 2 та умови:
(I10) D0 = 0, D1 6= 0;
(III10) для всiх k ∈ K10 рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m.
Тодi за умов ϕ0 ∈ Hq+1(S), ϕ1 ∈ Hq(S), . . . , ϕn−1 ∈ Hq−n+2(S) справджується твер-

дження теореми 2.

Доведення. З умови D1R0 6= 0 (умови (I10) i (II00)) випливає оцiнка (191) розв’язку uk задачi
(4), (5) для k ∈ Z \ K10, а з умови (III10) — iснування uk для всiх k ∈ K10.

Оскiльки K10 — скiнченна множина, то з формули (11) та нерiвностi (191) випливає
така оцiнка зверху розв’язку (11) задачi (1), (2):

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
C1

|D1|
n−1

∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j+1(S).

З останньої нерiвностi випливає доведення теореми.

Б) Розглянемо другий випадок, коли не виконуються обидвi умови (I00) теореми 2
та (I10) теореми 3, а виконуються умови D0 = D1 = . . . = Di−1 = 0, Di 6= 0, де i ∈
{2, . . . , n(n − 1)}. Це означає, що дискримiнант D(k) полiнома Pk(λ) не тотожний нулевi
(оскiльки, тодi D0 = D1 = . . . = Dn(n−1)) i для k 6= 0 подається формулою
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.

Звiдси випливає нерiвнiсть |D(k)| ≥ |Di|
2

·
( |k|

k̃

)n(n−1)−i
· 1

k̃i
для |k| ≥ D̃i

|Di|
, де число

D̃i = 2(|Di+1|+ |Di+2|+ . . . + |Dn(n−1)|). Враховуючи цю нерiвнiсть та нерiвнiсть (15), дамо
таку оцiнку знизу D(k):

|D(k)| ≥
(
√

2
)−n(n−1)+i−2|Di|

k̃i
, |k| ≥ D̃i

|Di|
. (162)

Вона означає нескiнченну малiсть дискримiнанта порядку
(

1/k̃
)i

, де i ≥ 2, при |k̃| → ∞.
З нерiвностей (12), (13), (162), (18) для всiх t ∈ [0, T] випливає формула
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|k̃|2(r−j−i)|ϕjk|2, k ∈ Z \ Ki0, r = 0, 1, . . . , n, (192)

де C̃i0 = C̃i0(A, n, µ) > 0, Ki0 =
{
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)
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.
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Теорема 4. Нехай виконується умова (II00) теореми 2 та умови:
(Ii0) D0 = D1 = . . . = Di−1 = 0, Di 6= 0, i ∈ {2, . . . , n(n − 1)};
(IIIi0) для всiх k ∈ Ki0 рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m.
Тодi за умов ϕ0 ∈ Hq+i(S), ϕ1 ∈ Hq+i−1(S), . . . , ϕn−1 ∈ Hq+i−n+1(S) справджується

твердження теореми 2.

Доведення. Оскiльки за умовами теореми Di 6=0 i R0 6=0, то виконується оцiнка (192) роз-
в’язку uk задачi (4), (5) для k∈Z \ Ki0, а для k∈Ki0 — uk∈C

n[0, T] (за умовою (IIIi0)).
Оцiнку квадрата норми розв’язку u задачi (1), (2) отримуємо з формули (11), нерiвно-

стi (192) та скiнченностi множини Ki0, зокрема

‖u‖2
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q (D) ≤
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|Di|
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∑
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‖ϕj‖2
Hq−j+i(S).

З останньої нерiвностi випливає доведення теореми.

В) У третьому випадку нехай не виконується умова (II00) теореми 2, тобто R0 = 0, але
R1 6= 0. Тодi результант R(k) матиме вигляд:
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Якщо вектор k ∈ Z задовольняє умову |k| ≥ R̃1

|R1|
, де R̃1 = 2(|R2|+ |R3|+ . . . + |Rn2 |),

то, враховуючи нерiвнiсть (15), маємо |R(k)| ≥ |R1|
2

·
( |k|
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· 1
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2)−n2−1|R1| ·

1
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.

Звiдси для |k| ≥ R̃1

|R1|
отримаємо таке обмеження на величину k̃|Re λj(k)|:

k̃|Re λj(k)| ≥ k̃ · 2−n2
(1 + 2A)1−n2 |R(k)| ≥ (

√
2)−3n2−1(1 + 2A)1−n2 · |R1| = σ > 0.

Оцiнимо окремо вираз
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∣
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∣

∣
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∣
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∣
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∣
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∣

∣
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Аналогiчно, у разi |µ| > e−σT для Re λl(k) < 0 отримаємо рiвномiрну на [0, T] оцiнку
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тобто за умови e−σT
< |µ| < eσT справджується нерiвнiсть
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На вiдмiну вiд оцiнки (18), подiбна оцiнка (183) отримана за додаткових обмежень на
µ, якi вiдсутнi за виконання умови (II00).

Отже, для всiх t ∈ [0, T] i µ ∈ (e−σT, eσT) отримаємо формулу

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃01

|D0|
n−1

∑
j=0

|k̃|2(r−j)|ϕjk|2, k ∈ Z \ K01, r = 0, 1, . . . , n, (193)

де C̃01 = C̃01(A, n, µ) > 0, K01 =
{

k ∈ Z : |k| ≤ max
( D̃0

|D0|
,

R̃1

|R1|
)}

— скiнченна множина.

Теорема 5. Нехай виконується умова (I00) теореми 2 та умови:
(II01) R0 = 0, R1 6= 0;
(III01) для всiх k ∈ K01 рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m.
Тодi за умов ϕ0 ∈ Hq(S), ϕ1 ∈ Hq−1(S), . . . , ϕn−1 ∈ Hq−n+1(S), а також за умови

e−σT
< |µ| < eσT справджується твердження теореми 2.

Доведення. Справедливiсть оцiнки (193) розв’язку uk задачi (4), (5) для k ∈ Z \ K01 випли-
ває з умов (I00) i (II01) та вибору числа µ. З умови (III01) випливає iснування uk у просторi
Cn[0, T] для всiх k ∈ K01.

На основi формул (11), (193) та зi скiнченностi множини K01 отримаємо

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
C3

|D0|
n−1

∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j(S).

Теорему доведено.

Г) Розглянемо четвертий випадок, коли не виконуються двi умови (I00) i (II00) тео-
реми 2, замiсть яких виконуються умови (Ii0) i (II01) теорем 4 i 5 вiдповiдно. Тодi для дис-

кримiнанта D(k) справедливою буде оцiнка (162), а для величини
∣

∣

∣

ek̃λl(k)t

µ − ek̃λl(k)T

∣

∣

∣
за умови

µ ∈ (e−σT, eσT) — оцiнка (183).
На основi нерiвностей (12), (13), (162), (183) отримаємо оцiнку квадрата абсолютної ве-

личини розв’язку uk задачi (4), (5) та його похiдних порядку r

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃i1

|Di|
n−1

∑
j=0

|k̃|2(r−j−i)|ϕjk|2, k ∈ Z \ Ki1, r = 0, 1, . . . , n, (194)

де C̃i1 = C̃i1(A, n, µ) > 0, Ki1 =
{

k ∈ Z : |k| ≤ max
( D̃i

|Di|
,

R̃1

|R1|
)}

.

Теорема 6. Нехай виконуються умови (Ii0) та (II01) теорем 4 i 5 вiдповiдно та умова
(IIIi1) для всiх k ∈ Ki1 рiвняння (9) не має розв’язкiв у цiлих числах m.
Тодi за умов ϕ0 ∈ Hq+i(S), ϕ1 ∈ Hq+i−1(S), . . . , ϕn−1 ∈ Hq+i−n+1(S) i за умови e−σT

<

|µ| < eσT справджується твердження теореми 2.

Доведення. За умов (Ii0), (II01) та вибору числа µ справджується оцiнка (194) розв’язку uk

задачi (4), (5) для k ∈ Z \ Ki1. З умови (IIIi1) випливає iснування uk для всiх k ∈ Ki1.
Зi скiнченностi множини Ki1 випливає нерiвнiсть

‖u‖2
Hn

q (D) ≤
C4

|Di|
n−1

∑
j=0

‖ϕj‖2
Hq−j+i(S),

з якої випливає доведення теореми.
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З теорем 3–6 випливає, що за невиконання умов теореми 2 для розв’язностi задачi (1),
(2) необхiдно накладати сильнiшi умови на функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 та обмеження на
параметр µ.

ВИСНОВКИ

У роботi розглянуто нелокальну двоточкову крайову задачу для рiвняння з частинни-

ми похiдними, у якому замiсть оператора диференцiювання
∂

∂z
використовується опера-

тор узагальненого диференцiювання B = z
∂

∂z
, що дiє на функцiї скалярної комплексної

змiнної z.
У роботi:
1) введено шкали функцiональних просторiв {Hq(S)}q∈R i {Hn

q (D)}q∈R ;
2) встановлено достатнi умови iснування та необхiднi i достатнi умови єдиностi роз-

в’язку задачi у просторi Hn
q (D);

3) доведено, що для майже всiх векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiвняння та пара-
метра µ, оператор нелокальних умов задачi є бiєктивним вiдображенням;

4) показано, що на вiдмiну вiд задачi з багатьма просторовими змiнними, яка є не-
коректною за Адамаром, задача з однiєю комплексною змiнною є коректною, оскiльки
вiдповiднi вирази не породжують проблему малих знаменникiв i оцiнюються знизу ста-
лими.
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The paper is devoted to the investigation of a non-local boundary value problem for partial

differential equations with the operator of the generalized differentiation B = z
∂

∂z
, which operate

on functions of scalar complex variable z. The unity theorem and existence theorems of the solution
of problem in the space Hn

q (D) are proved. Correctness after Hadamard of the problem is shown. It
distinguishes her from an ill-conditioned after Hadamard problem with many spatial variables.

Key words and phrases: partial differential equation, operator of generalized differentiation, gen-
eralized functions, discriminant of the polynomial, small denominators.

Илькив В.С., Волянська И.И. Нелокальная краевая задача для уравнения с частными производными

в комплексной области // Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №1. — C. 44–58.

Исследовано нелокальную краевую задачу для дифференциального уравнения с частны-

ми производными с оператором обобщенного дифференцирования B = z
∂

∂z
, который дей-

ствует на функции скалярной комплексной переменной z. Доказана теорема единственно-
сти и теоремы существования решения задачи в пространстве Hn

q (D). Установлены условия
биективности оператора нелокальных условий задачи. Показана корректность за Адамаром
задачи, которая отличает ее от некорректной задачи со многими пространственными ком-
плексными переменными, решение которой во многих случаях связана с проблемой малых
знаменателей.

Ключевые слова и фразы: уравнение в частных производных, оператор обобщенного диф-
ференцирования, обобщенные функции, дискриминант, малые знаменатели.


