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ВСТУП

Для цiлого ряду Дiрiхле

F(s) = a0 +
∞

∑
n=1

anesλn , s = σ + it, σ ∈ R, t ∈ R, (1)

де 0 = λ0 < λ1 < . . . < λn → +∞ при n → +∞, покладемо

M(σ, F) = sup{|F(σ + it)| : t ∈ R}, µ(σ, F) = max{|an| exp(σλn) : n ≥ 0}.

Рiзнi властивостi просторiв рядiв Дiрiхле, що мають скiнченi порядок i тип за Рiттом,

розглянуто в роботах [1], [2].

Позначимо через X простiр усiх цiлих рядiв Дiрiхле (1), для яких

lim
σ→∞

ln M(σ, F)

eσ̺(σ)
≤ T < ∞,

де ̺(σ) — уточнений порядок за Рiттом. Нехай для кожного ряду Дiрiхле F ∈ X

‖F‖m = |a0|+
+∞

∑
n=1

|an|









ϕ(λn)
(

(T + 1
m)̺e

)
1
̺









λn

,

де m = 1, 2, 3, . . ., а ϕ(t) — розв’язок рiвняння t = e · ̺(ln ϕ) · ln ϕ.

В [2], зокрема, показано, що простiр X з метрикою

d(F, G) =
∞

∑
m=1

1

2m

‖F − G‖m

1 + ‖F − G‖m
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є простором Фреше.

Подiбнi дослiдження для випадку рядiв Дiрiхле, що мають уточнений логарифмi-

чний порядок i скiнчений логарифмiчний тип, проведено в роботi [3].

У цiй статтi результати iз [1]–[3] узагальнено на випадок простору рядiв Дiрiхле до-

вiльного зростання.

1 ФОРМУЛЮВАННЯ ТА ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Через Ω позначимо клас додатних двiчi неперервно диференцiйовних необмежених

на R функцiй Φ таких, що Φ′ додатна i зростає до +∞ на (−∞,+∞). Через ϕ позначимо

функцiю, обернену до функцiї Φ′, а через Ψ(x) = x − Φ(x)/Φ′(x) — функцiю, асоцiйо-

вану з функцiєю Φ за Ньютоном. Зауважимо, що функцiї Ψ(x) i ϕ(x) — зростаючi [4].

Позначимо через F множину цiлих рядiв Дiрiхле (1), для яких

lim
σ→∞

ln M(σ, F)

Φ(σ)
≤ 1 (2)

i

lim
n→+∞

ln n

Φ(Ψ(ϕ(λn
2 )))

= 0. (3)

Для кожної функцiї F ∈ F введемо

‖F‖m = |a0|+
+∞

∑
n=1

|an| exp
{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

, m ∈ N.

Покажемо, що ‖F‖m iснує i є нормою на множинi F для кожного m ∈ N. Для цього нам

потрiбна буде наступна лема.

Лема 1 ([4]). Нехай Φ ∈ Ω i функцiя F зображена цiлим рядом Дiрiхле (1). Для того,

щоб виконувалася умова ln µ(σ, F) ≤ (1 + ε)Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0, необхiдно i досить, щоб

ln |an| ≤ −λnΨ
(

ϕ
(

λn
1+ε

))

для всiх n ≥ n0.

Враховуючи нерiвнiсть Кошi µ(σ, F) ≤ M(σ, F), з (2) для довiльного ε > 0 i всiх σ ≥ σ0

маємо ln µ(σ, F) ≤ (1 + ε)Φ(σ). Отже,

|an| ≤ exp
{

− λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + ε

))}

, n ≥ n0. (4)

З (3) випливає, що для кожного m ∈ N знайдеться таке ε > 0, що

1

m
− ε ≥

2 ln n

Φ(ϕ(λn
2 ))

= γn, n ≥ n1.

Тодi для всiх досить великих n

|an| exp
{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

≤ exp
{

− λn

{

Ψ
(

ϕ
( λn

1 + ε

))

− Ψ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}}

= exp
{

− λn

∫ λn
1+ε

λn
1+ 1

m

(

Ψ(ϕ(t))
)′

dt
}

= exp
{

− λn

∫ λn
1+ε

λn
1+ 1

m

Φ(ϕ(t))

t2
dt
}

≤ exp
{

− λnΦ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))

∫ λn
1+ε

λn
1+ 1

m

dt

t2

}

= exp
{

−
( 1

m
− ε

)

Φ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}
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≤ exp
{

−
( 1

m
− ε

)

Φ
(

ϕ
(λn

2

))}

≤ exp
{

− γnΦ
(

ϕ
(λn

2

))}

=
1

n2
.

Отже, для кожного m ∈ N ряд |a0| +
+∞

∑
n=1

|an| exp
{

λnΨ
(

ϕ
(

λn

1+ 1
m

))}

збiжний. Зауважимо

також, що ‖F‖p ≤ ‖F‖q при p ≤ q.

Легко бачити, що ‖F‖m (m ∈ N) є нормою. Ця норма породжує метричну топологiю

на F. Покладемо

d(F, G) =
∞

∑
m=1

1

2m

‖F − G‖m

1 + ‖F − G‖m
.

Через (F, d) позначимо простiр F з метрикою d.

Теорема 1. Простiр (F, d) є простором Фреше.

Доведення. Нам потрiбно показати, що простiр (F, d) повний. Нехай послiдовнiсть рядiв

Дiрiхле {Fα} є d-фундаментальною в F, тобто для довiльного ε > 0 iснує таке k0 = k0(ε),

що для всiх α, β ≥ k0 виконується d(Fα, Fβ) < ε.

Для довiльних θ ∈ (0; 1) i m ∈ N виберемо ε > 0 так, що 2m · ε < θ < 1. Оскiльки

d(Fα, Fβ) < ε, то

‖Fα − Fβ‖m = |a
(α)
0 − a

(β)
0 |+

+∞

∑
n=1

|a
(α)
n − a

(β)
n | exp

{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

<
θ

1 − θ
. (5)

Отже, |a
(α)
n − a

(β)
n | < θ

1−θ для всiх n ∈ N, тобто послiдовнiсть {a
(α)
n }∞

α=1 є фундамен-

тальною для кожного фiксованого n ∈ N. Нехай lim
α→+∞

a
(α)
n = an.

Спрямувавши в (5) β до +∞, для α ≥ k0 отримаємо

|a
(α)
0 − a0|+

+∞

∑
n=1

|a
(α)
n − an| exp

{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

<
θ

1 − θ
.

Покладемо α = k0, тодi

|an| exp
{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

< |a
(k0)
n | exp

{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

+
θ

1 − θ
.

Ряд Дiрiхле Fk0
= a

(k0)
0 + ∑

+∞
n=1 a

(k0)
n esλn належить (F, d) i, отже, виконується (4). Тому

для деякого p > m i досить великих n буде виконуватись нерiвнiсть

|a
(k0)
n | ≤ exp

{

− λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
p

))}

.

Тодi

|an| exp
{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

< exp
{

− λn

(

Ψ
(

ϕ
( λn

1 + 1
p

))

− Ψ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

)))}

+
θ

1 − θ
.

Враховуючи довiльнiсть θ i те, що перший доданок у правiй частинi останньої нерiвно-

стi прямує до нуля при n → ∞, отримуємо, що послiдовнiсть {an} задовольняє (4). Тому,

за лемою 1, для ряду Дiрiхле F(s) = a0 + ∑
+∞
n=1 anesλn виконується спiввiдношення

ln µ(σ, F) ≤ (1 + ε)Φ(σ), σ ≥ σ1.

Щоб показати, що F ∈ F, нам потрiбна наступна лема.
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Лема 2. Якщо Φ ∈ Ω i виконується (3), то спiввiдношення

ln µ(σ, F) ≤ (1 + o(1))Φ(σ), σ → +∞, (6)

рiвносильне спiввiдношенню

ln M(σ, F) ≤ (1 + o(1))Φ(σ), σ → +∞. (7)

Доведення. За нерiвнiстю Кошi µ(σ, F) ≤ M(σ, F) з (7) випливає (6).

Доведемо, що з (6) випливає (7). З (6) для довiльного ε ∈ (0, 1) виконується умова

ln µ(σ, F) ≤ (1 + ε)Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, ∞), а з леми 1 випливає, що для всiх n ≥ n0

виконується ln |an| ≤ −λnΨ
(

ϕ
(

λn
1+ε

))

.

Покладемо γ(σ) = 2Φ′(Ψ−1(σ)). Тодi для всiх σ ≥ σ0 виконується

M(σ, F) ≤
(

∑
λn≤γ(σ)

+ ∑
λn>γ(σ)

)

|an|e
σλn

≤ µ(σ, F)n(γ(σ)) + ∑
λn>γ(σ)

exp
{

− λn

(

Ψ
(

ϕ
( λn

1 + ε

))

− σ
)}

,

де n(t) = ∑
λn≤t

1.

Для всiх λn > γ(σ) виконується

exp
{

− λn

(

Ψ
(

ϕ
( λn

1 + ε

))

− σ
)}

< exp
{

− λn

(

Ψ
(

ϕ
( λn

1 + ε

))

− Ψ
(

ϕ
(λn

2

)))}

= exp
{

− λn

∫ λn
1+ε

λn
2

(

Ψ
(

ϕ(x)
))′

dx
}

= exp
{

− λn

∫ λn
1+ε

λn
2

Φ(ϕ(x))

x2
dx

}

≤ exp
{

− λnΦ
(

ϕ
(λn

2

))

∫ λn
1+ε

λn
2

dx

x2

}

= exp
{

− (1 − ε)Φ
(

ϕ
(λn

2

))}

.

Враховуючи сказане вище, а також те, що з (3) випливає нерiвнiсть ln n
Φ(ϕ( λn

2 ))
<

1−ε
2 ,

отримуємо

M(σ, F) < µ(σ, F)n(γ(σ)) + ∑
λn>γ(σ)

1

n2
< µ(σ, F)n(γ(σ)) +

1

n(γ(σ))
.

Тобто,

ln M(σ, F) < ln µ(σ, F) + ln n(γ(σ)) + o(1), σ → +∞.

Зiславшись знову на (3), отримуємо, що

lim
σ→+∞

ln n(γ(σ))

Φ(σ)
= lim

x→+∞

ln n(x)

Φ(Ψ(ϕ(x/2)))
= 0.

Отже, виконується (7). Лему 2 доведено.

Щоб довести теорему, залишилось показати, що lim
α→+∞

d(Fα, F) = 0. Зауважимо, що

для довiльного ε > 0 знайдеться таке M > 0, що

∞

∑
m=M+1

1

2m

‖F(α) − F‖m

1 + ‖F(α) − F‖m
<

ε

2
. (8)
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Оскiльки F(α), F ∈ F, то iснує таке N1 ∈ N, що для всiх m ∈ {1, 2, 3, . . . , M} виконується

+∞

∑
n=N1+1

|a
(α)
n − an| exp

{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

<
ε

4
. (9)

Оскiльки lim
α→+∞

a
(α)
n = an, то iснує таке K∗, що для всiх α > K∗ та m ∈ {1, 2, 3, . . . , M}

буде виконуватись спiввiдношення

N1

∑
n=0

|a
(α)
n − an| exp

{

λnΨ
(

ϕ
( λn

1 + 1
m

))}

<
ε

4
. (10)

Тодi з (9) i (10) випливає, що ‖Fα − F‖m <
ε
2 , звiдки маємо, що

∞

∑
m=1

1

2m

‖F(α) − F‖m

1 + ‖F(α) − F‖m
<

ε
2

1 + ε
2

∞

∑
m=1

1

2m
<

ε
2

1 + ε
2

<
ε

2
.

Тому, зважаючи на (8), отримуємо, що d(Fα, F) < ε. Отже, простiр (F, d) є повним. Теоре-

му доведено.
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