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Нехай f (u) — довiльна невiд’ємна вимiрна функцiя на R+ := [0;+∞), а ν — така
злiченно-адитивна на R+ мiра з необмеженим носiєм, що ν({x : 0 ≤ x ≤ b}) < +∞ для
кожного b > 0. При цьому через ν(E) позначаємо ν-мiру ν-вимiрної множини E ⊂ R+,
тобто ν(E) =

∫

R+∩E ν(dx), а ν(a, b] := ν({u ∈ R+ : a < u ≤ b}). Розглянемо функцiї F(x),

визначенi на R− := (−∞; 0) за допомогою збiжного для всiх x ∈ R− iнтегралу

F(x) =
∫

R+

f (u)exuν(du). (1)

Через I0(ν) позначимо клас функцiй F вигляду (1).
Нехай L — клас додатних неперервних на [0,+∞) функцiй ψ(t) таких, що ψ(t) ր +∞

(0 ≤ t → +∞); L1 — клас функцiй ψ ∈ L таких, що
∫ +∞

0
dt

ψ(t)
< +∞.

Для вимiрної множини E ⊂ R− її логарифмiчною мiрою називаємо величину

mln(E) :=
∫

E∩[−1,0)

dx

|x| .

Нехай supp ν — носiй мiри ν в R+, тобто така замкнена множина E ≡ supp ν, що
ν(R+ \ E) = 0 i ν({u ∈ R+ : |u − u0| < r}) > 0 для кожних u0 ∈ E i r > 0.

Для x < 0 та F ∈ I0(ν) позначимо

µ∗(x) = sup{ f (u)exu : u ∈ supp ν}.

У статтi [3] знайдено достатнi умови, за яких виконується спiввiдношення

F(x) ≤ (d + o(1))µ∗(x)

при x → −0 зовнi деякої виняткової множини нульової асимптотичної h-щiльностi у
точцi x = 0 [3]. При цьому множина E ⊂ R−, яка має скiнченну логарифмiчну мi-
ру, має також нульову асимптотичну h-щiльнiсть у точцi x = 0 для h(x) ≡ x, тобто
∫

E∩[x,0) dx = o(|x|) (x → −0). Метод доведення згаданого щойно твердження є близьким
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до методу доведень з [5, 6], який по сутi експлуатує ту ж iдею використання ймовiрнiсної
нерiвностi Б’єнеме-Чебишова, що й у П. Розенблума [4]. Власне, доведення базується на
використаннi такої нерiвностi [3, нерiвнiсть (2)]:

F(x) ≤ c

c − 1

∫

|x−g′(x)|<
√

cg′′(x)

exu f (u)ν(du), (2)

яка виконується для всiх x < 0 i для будь-якої функцiї c = c(x) > 1, де g(x) = ln F(x).
З нерiвностi (2) нескладно отримати таке твердження.

Твердження 1. Нехай F ∈ I0(ν) i виконується умова

(∃c1 > 0)(∃c2 > 0)(∀a > 0)(∀b ∈ (0, a)) : ν(a − b, a + b] ≤ c1b + c2. (3)

Тодi для кожного ε > 0 iснує така множина E ⊂ (−∞; 0) скiнченної логарифмiчної мiри,
тобто mln(E) < +∞, що для всiх x ∈ [−1, 0) \ E виконується нерiвнiсть

F(x) ≤ µ∗(x)

|x|1+ε

(

ln
(µ∗(x)

|x|
))1/2+ε

. (4)

Доведення. З нерiвностi (2) за умовою (3) отримуємо

F(x) ≤ c

c − 1
µ∗(x)(c1

√

cg′′(x) + c2). (5)

Для функцiй ψ ∈ L1, h ∈ {g(x), g′(x)} означимо множину E(h) := {x < 0 : h′(x) ≥
ψ(h(x))/|x|}. Тодi

mln(E(h)) =
∫

E(h)

dx

|x| ≤
∫

E(h)

h′(x)dx

ψ(h(x))
≤

∫

R+

du

ψ(u)
< +∞.

Отже, mln(E(g) ∪ E(g′)) < +∞ i для всiх x ∈ [−1, 0) зовнi множини скiнченної логари-
фмiчної мiри g′′(x) ≤ 1

|x|ψ(
1
|x|ψ(g(x))). Вибираючи ψ(t) = t1+δ, c(x) ≡ 2, а δ > 0 достатньо

малим, з (5) отримуємо, що при x → −0 (x /∈ E(g) ∪ E(g′))

F(x) ≤ µ∗(x)

|x|1/2+ε/2
(g(x)/|x|)1/2+ε/2 ,

звiдки вже елементарно отримуємо потрiбне спiввiдношення.

На те, що показники степенiв 1 + ε i 1/2 + ε в нерiвностi (4) одночасно не можна, вза-
галi кажучи, замiнити на числа меншi, нiж 1 i 1/2, вказує таке твердження.

Твердження 2. Для кожної мiри ν такої, що (∀x ∈ R−) :
∫

R+
exp{ux}ν(du) < +∞ i

виконується умова

(∃c1 > 0)(∃c2 > 0)(∀a > 0)(∀b ∈ (0, a)) : ν(a − b, a + b] ≥ c1b + c2, (6)

iснує функцiя F ∈ I0(ν), для якої

lim
x→−0

F(x)

(

µ∗(x)

|x|
(

ln
(µ∗(x)

|x|
))1/2

)−1

> 0. (7)
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Зауваження 1. Умови (3) i (6) виконуються у випадку, коли ν — мiра Лебега на прямiй.
Про умову (3) те ж саме можна сказати i у випадку, коли мiра ν має вигляд ν(0, t] =
∫

(0,t] du/l(u), де l ∈ L.

Доведення. Розглянемо iнтеграл вигляду (1) з f (u) = exp{uε} (u ≥ 0), тобто

F(x) =
∫

R+

eh(u,x)ν(du),

де h(u, x) = uε + xu, ε ∈ (0, 1). Зрозумiло, що F ∈ I0(ν). Справдi, при фiксованому x < 0
для всiх достатньо великих u ≥ u0 маємо uε ≤ u|x|/2, тому за умовою

F(x) ≤
∫ u0

0
eh(u,x)ν(du) +

∫

R+

exu/2ν(du) < +∞.

Крiм цього, очевидно, що min{F(x), µ∗(x)} → +∞ (x → −0).
Зауважимо тепер, що для кожного x < 0 точку u(x) максимуму пiдiнтегральної фун-

кцiї знаходять з рiвняння h′u(u, x) = ε · uε−1 − |x| = 0 i, отже,

u(x) = (ε/|x|)1/(1−ε) , ln µ∗(x) = h(u(x), x) = (1 − ε)(u(x))ε = (1 − ε)(ε/|x|)ε/(1−ε). (8)

Оскiльки h′′u(u, x) = ε(ε − 1) · uε−2, то за формулою Тейлора з залишковим членом у фор-
мi Лагранжа

h(u, x) = h(u(x), x) − ε(1 − ε)

2

(u − u(x))2

(u(x) + θ(u − u(x)))2−ε
, θ ∈ (0, 1).

Тому, якщо вибрати v = v(x) = (u(x))1−ε/2 (x < 0), то v(x) = o(u(x)) (x → −0) i, отже, з
умови (6) при x → −0 отримаємо

F(x) ≥µ∗(x)
∫

(u(x)−v,u(x)+v]
exp

{

− ε(1 − ε)

2

(u − u(x))2

(u(x) + θ(u − u(x)))2−ε

}

ν(du)

≥µ∗(x)ν(u(x) − v(x), u(x) + v(x)] exp

{

− ε(1 − ε)(1 + o(1))

2

}

≥c3µ∗(x)(c1v(x) + c2) (x → −0),

(9)

де c3 = exp{−ε(1 − ε)/3}. З рiвностей (8) випливає, що

v(x) = (ε/|x|)(1−ε/2)/(1−ε) = ε(1−ε/2)/(1−ε) 1

|x|

(

1

|x|

)ε/(2(1−ε))

=
Cε

|x| (ln µ∗(x))1/2

позаяк (1 − ε/2)/(1 − ε)− 1 = ε/(2(1 − ε)), де Cε = ε/
√

1 − ε. Залишається зауважити, що

ln µ∗(x) = (1 + o(1)) ln(µ∗(x)/|x|) (x → −0),

тому з (9) остаточно отримуємо, що

lim
x→−0

F(x)

(

µ∗(x)

|x|
(

ln
(µ∗(x)

|x|
))1/2

)−1

≥ Cεc1c3 > 0.
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Зауваження 2. Нескладно помiтити, що якщо мiра ν задовольняє умову (∃ε ∈ (0, 1)) :
limt→+∞ ν(t − t1−ε/2, t + t1−ε/2]/t = +∞, то для функцiї F з доведення Твердження 1 ни-
жня границя в (7) дорiвнює +∞.

З твердження 1 отримаємо наслiдок для абсолютно збiжних у пiвплощинi Π0 :=
{z : Re z < 0} рядiв Дiрiхле вигляду

F(z) =
+∞

∑
n=0

Fnezλn , (10)

де (λn) — така послiдовнiсть, що 0 = λ0 < . . . < λn < λn+1 → +∞ (1 ≤ n → +∞).
Для цього досить, як i в [3], вибрати таку мiру ν, що ν(E) = ∑λn∈E δλn

(E), для кожної
обмеженої множини E ⊂ R+, де δλ — одинична мiра Дiрака, зосереджена в точцi λ, i
застосувати Твердження 1 до ряду Дiрiхле

M(σ, F) = ∑
+∞

n=0
|Fn|eσλn =

∫ +∞

0
f (x)exσdν(x)

de f
= I(σ),

де f — невiд’ємна функцiя така, що f (λn) = |Fn| i f (x) = 0 для всiх x /∈ {λn : n ≥ 0}.

Тодi µ∗(σ, I) = µ(σ, F)
de f
= {|Fn|eσλn : n ≥ 0}. Звiдси негайно за допомогою нерiвностей

µ(σ, F) ≤ M(σ, F) ≤ M(σ, F) отримаємо, що

M(x, F) ≤ µ(x, F)

|x|1+ε

(

ln
(µ(x, F)

|x|
))1/2+ε

(11)

при x → −0 (x /∈ E, mln(E) < +∞), за умов Твердження 1. Залишається зауважити, що
умови Твердження 1 для функцiї I(x) виконуються як тiльки

(∃c1 > 0)(∃c2 > 0)(∀a > 0)(∀b ∈ (0, a)) : n(a + b)− n(a + b) ≤ c1b + c2, (12)

де n(t) = ∑λn≤t 1 — лiчильна функцiя послiдовностi (λn). Отже, отримали такий наслi-
док.

Наслiдок. Нехай для абсолютно збiжного у пiвплощинi Π0 ряду Дiрiхле вигляду (10)
виконується умова (12). Тодi для кожного ε > 0 нерiвнiсть (11) виконується при x → −0
(x /∈ E, mln(E) < +∞).

Якщо цей наслiдок застосувати до функцiї F(s) = f (es), де f (z) — аналiтична в оди-
ничному крузi D = {z : |z| < 1} функцiя, задана степеневим рядом вигляду f (z) =
∑

+∞
n=0 anzn з радiусом збiжностi R( f ) = 1, то отримаємо таке твердження (див., напри-

клад, [1, 7]): для кожного ε > 0 iснує така множина E ⊂ (0, 1) скiнченної логарифмiчної
мiри, тобто

∫

E
dr

1−r < +∞, що для всiх r ∈ (0, 1) \ E виконується такий аналог класичної
нерiвностi Вiмана:

M f (r) ≤
µ f (r)

(1 − r)1+ε
ln1/2+ε µ f (r)

1 − r
,

де M f (r) = max{| f (z)| : |z| = r}, µ f (r) = max{|an |rn : n ≥ 0}.
Варто також зауважити, що для абсолютно збiжних у пiвплощинi Π0 рядiв вигляду

(10), невiд’ємна послiдовнiсть показникiв яких задовольняє лише умову

sup{λn : n ≥ 0} = +∞
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(тобто, зокрема, може мати будь-яку кiлькiсть скiнченних точок скупчення), у статтi [2]
знайдено умови на послiдовнiсть (|Fn|), за яких нерiвнiсть вигляду

M(x, F) ≤ µ(x, F)(ln µ(x, F))q

виконується для всiх x < 0 зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри i є непо-
кращуваною. Повнi аналоги останньої нерiвностi нескладно отримуються для iнтегралiв
вигляду (1), що є скiнченними для всiх x ∈ R, з тверджень, якi доведено в [5, 6].
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