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ОЦIНКА РОЗПОДIЛУ СУПРЕМУМУ РОЗВ’ЯЗКУ ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З

ОРЛIЧЕВОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ

Ми розглядаємо гiперболiчне рiвняння з однорiдними початковими i граничними умовами
та Орлiчевою правою частиною. За умов iснування розв’язку у виглядi рiвномiрно збiжного
за ймовiрнiстю ряду отримано оцiнку розподiлу супремуму розв’язку такої задачi. Наведено
приклади строго Орлiчевих випадкових полiв, що задовольняють цi умови.
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ВСТУП

У роботi ми розглядаємо першу задачу математичної фiзики для гiперболiчного рiв-
няння з випадковою правою частиною. Такi задачi розглянуто в роботах [1]–[10]. В стат-
тi [10] були одержанi достатнi умови iснування розв’язку такої задачi у виглядi рiвно-
мiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду в термiнах коварiацiйної функцiї строго Орлiчевого
випадкового поля, що стоїть в правiй частинi рiвняння. В данiй роботi за цих умов зна-
ходимо оцiнку розподiлу супремуму розв’язку. Крiм того, тут наведено приклади строго
Орлiчевих випадкових полiв, що задовольняють цi умови.

1 ОЦIНКА РОЗПОДIЛУ СУПРЕМУМУ

Наступна теорема є частинним випадком теореми 2.2 та леми 2.3 з роботи [11].

Теорема 1 ([11]). Нехай (T, ρ) — метричний (псевдометричний) компактний простiр,
N(u) — метрична масивнiсть простору (T, ρ), тобто мiнiмальне число замкнених куль
радiуса u, що покривають (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T} — сепарабельний випадковий процес
iз простору LU(Ω), де для U виконується g-умова. Нехай iснує така функцiя

σ =

{
σ(h), 0 ≤ h ≤ sup

t,s∈T

ρ(t, s)

}
, що σ(h) монотонно зростає, неперервна та σ(0) = 0 i

sup
ρ(t,s)≤h

‖X(t) − X(s)‖U ≤ σ(h). Якщо для деякого ε > 0 виконується умова

∫ ε

0
χU

(
N
(

σ(−1)(u)
))

du < ∞, (1)
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де

χU =

{
n, n < U(z0)

CUU(−1)(n), n ≥ U(z0),
(2)

CU = K(1 + U(z0))max{1, A}, z0, K, A — константи з означення g-умови, σ(−1)(u) — фун-
кцiя, обернена до σ(h), то з iмовiрнiстю одиниця випадкова величина sup

t∈T

|X(t)| належить

простору LU(Ω) та
∥∥∥∥∥sup

t∈T

|X(t)|
∥∥∥∥∥

U

≤ ‖X(t0)‖U +
1

θ(1 − θ)

∫ w0θ

0
χU

(
N
(

σ(−1)(u)
))

du = B(t0, θ), (3)

де t0 — довiльна точка з T, w0 = σ

(
sup
t∈T

ρ(t0, t)

)
, 0 < θ < 1. Крiм того, для будь-якого

ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
≤
(

U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

. (4)

Наслiдок 1. Вiзьмемо в теоремi 1 простiр T = {0 ≤ x ≤ b, c ≤ t ≤ d} з метрикою
ρ((x, t), (y, s)) = max{|x − y|, |t − s|}. Тодi умова (1) виконується, якщо для деякого ε > 0
виконується умова

∫ ε

0
U(−1)

((
b

2σ(−1)(u)
+ 1
)(

d − c

2σ(−1)(u)
+ 1
))

du < ∞, (5)

а

B(t0, θ) ≤ B̃(t0, θ) = ‖X(t0)‖U +
1

θ(1 − θ)

∫ w0θ

0
χU

((
b

2σ(−1)(u)
+ 1
)(

d − c

2σ(−1)(u)
+ 1
))

du,

та для будь-якого ε > 0

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
≤
(

U

(
ε

B̃(t0, θ)

))−1

. (6)

Доведення. Наслiдок випливає з того, що в цьому випадку N(u) ≤
(

b
2u + 1

) (
d−c
2u + 1

)
.

Нехай T > 0 — деяка стала, функцiя q(x), x ∈ [0, π], — така неперервно диферен-
цiйовна функцiя, що q(x) ≥ 0, ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T], — вибiрково неперервне з
iмовiрнiстю 1 випадкове поле.

Розглянемо першу крайову задачу для неоднорiдного гiперболiчного рiвняння з ну-
льовими початковими та крайовими умовами

∂2u

∂x2 − q(x)u − ∂2u

∂t2 = −ξ(x, t), x ∈ [0, π], t ∈ [0, T], (7)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0; (8)

u|x=0 = 0, u|x=π = 0. (9)
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Розглянемо задачу Штурма-Лiувiлля

d2X

dx2 − qX + λX = 0, (10)

X(0) = X(π) = 0. (11)

Нехай Xn(x) — ортонормованi з вагою ρ власнi функцiї цiєї задачi, а λn — вiдповiднi вла-
снi значення. Будемо вважати, що λn занумерованi в порядку зростання. Завдяки обме-
женням на q всi власнi значення додатнi i нуль не є власним значенням [12].

Позначимо µn =
√

λn, B(x, y, t, s) = Eξ(x, t)ξ(y, s), (x, y, t, s) ∈ [0, π]2 × [0, T]2. При-
пустимо, що B(0, y, t, s) = B(π, y, t, s) = 0, y ∈ [0, π], t ∈ [0, T], s ∈ [0, T]; B(x, 0, t, s) =

B(x, π, t, s) = 0, x ∈ [0, π], t ∈ [0, T], s ∈ [0, T].
Для кожної фiксованої пари (t, s) ∈ [0, T]2 продовжимо функцiю B(x, y, t, s) як фун-

кцiю вiд x, y на всю площину R
2 так, щоб вона була перiодичною функцiєю з перiодом

2π по x та по y i щоб виконувались тотожностi B(−x, y, t, s) = −B(x, y, t, s) = B(x,−y, t, s).
Внаслiдок нашого припущення таке продовження можливе.

Позначимо

Bi,j(x, y, t, s) =
∂i+j

∂xi∂yj
B(x, y, t, s), 0 ≤ i, j ≤ 2;

∆2,δ1,δ2 B(x, y, t, s) = B(x + δ1, y + δ2, t, s)− B(x + δ1, y, t, s)− B(x, y + δ2, t, s) + B(x, y, t, s);

∆x,δB(x, y, t, s) = B(x + δ, y, t, s)− B(x, y, t, s);

∆y,δB(x, y, t, s) = B(x, y + δ, t, s)− B(x, y, t, s);

B̃(x, y, t, s) = B(x, y, t, t)− B(x, y, t, s)− B(x, y, s, t) + B(x, y, s, s).

Теорема 2 ([10]). Нехай у (7) ξ(x, t) — центроване строго Орлiчеве випадкове поле з про-
стору LU(Ω) вибiрково неперервне з iмовiрнiстю одиниця, U задовольняє g-умову (тобто
∃z0 ≥ 0 ∃K > 0 ∃A > 0 ∀x ≥ z0 ∀y ≥ z0: U(x)U(y) ≤ AU(Kxy)). Нехай ϕ(λ), λ > 0, —
неперервна зростаюча функцiя, ϕ(λ) > 0 при всiх λ > 0, ϕ(λ) → ∞, λ → ∞, така,

що функцiя
λ

ϕ(λ)
є зростаючою при λ > v0, де стала v0 ≥ 0. Припустимо, що при всiх

x ∈ [0, π], y ∈ [0, π], t ∈ [0, T], s ∈ [0, T] iснує неперервна похiдна ∂4

∂x2∂y2 B(x, y, t, s) та для

деяких неперервних функцiй τ(δ1, δ2), δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0, та τ(δ), δ ≥ 0, таких, що τ(δ1, δ2) > 0
при δ1 > 0, δ2 > 0, τ(0, δ2) = τ(δ1, 0) = 0, τ(δ1, δ2) монотонно зростає по δ1 та δ2, τ(δ) > 0
при δ > 0, τ(0) = 0, τ(δ) монотонно зростає, виконуються умови:

– збiгаються ряди

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
k , π

m

)

km
ϕ(k2)ϕ(m2) < ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
k

)

km2 ϕ(k2)ϕ(m2) < ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
m

)

k2m
ϕ(k2)ϕ(m2) < ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
k2m2 ϕ(k2)ϕ(m2) < ∞;

– для довiльного ε > 0

∫ ε

0
U(−1)

((
ϕ(−1)

(
1
v

))2
)

dv < ∞; (12)
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– для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 iснують такi константи C1,i,j > 0, C2,i,j > 0, C3,i,j > 0, що

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∆2,δ1,δ2 B2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dxdy ≤ C1,i,jτ(δ1, δ2),

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

0

(∫ π

−π

∣∣∆x,δB2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dx

)
dy ≤ C2,i,jτ(δ),

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

0

(∫ π

−π

∣∣∆y,δB2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dy

)
dx ≤ C3,i,jτ(δ);

– для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 iснують такi константи Mi,j > 0, що
∣∣∣∣
∫ π

0

∫ π

0
B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣ ≤
Mi,j

ϕ2
(

1
|t−s| + v0

) .

Тодi ряд

u(x, t) =
∞

∑
n=1

Xn(x)
1

µn

∫ t

0
sin µn(t − u)ζn(u) du, (13)

де

ζn(t) =
∫ π

0
ξ(x, t)Xn(x) dx, (14)

збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi [0, π] × [0, T] (T > 0 — деяка стала), рiв-
номiрно за ймовiрнiстю збiгаються ряди, отриманi з (13) почленним диференцiюванням
один та два рази по t i один та два рази по x, та з iмовiрнiстю одиниця задача (7)–(9) має
розв’язок, який можна зобразити у виглядi ряду (13).

Лема 1. Нехай виконуються умови теореми 2. Позначимо

VN(x, t) =
∞

∑
k=N+1

Xk(x)
1

µk

∫ t

0
sin µk(t − u)ζk(u)du. (15)

Тодi для всiх h > 0 при x, y ∈ [0, π], t, s ∈ [0, T], N ≥ 0 має мiсце нерiвнiсть

sup
|x−y|≤h
|t−s|≤h

(E|VN(x, t)− VN(y, s)|2)1/2 ≤ DN
1

ϕ
(

1
h + v0

) , (16)

де

DN = T max{L, 2CX}
(

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

Ck,mϕ(µ2
k + v0)ϕ(µ2

m + v0)

)1/2

+CX

(
∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

Ck,m
1

µkµm

(
4T2 ϕ(µk + v0)ϕ(µm + v0) + 2T max{1, 2T}ϕ(µk + v0)ϕ(1 + v0)

+2T max{1, 2T}ϕ(µm + v0)ϕ(1 + v0) + (max{1, 2T})2 ϕ2(1 + v0)
)
)1/2

,

L, CX — константи, визначенi в лемi 2 роботи [8], Ck,m = sup0≤t≤T
0≤s≤T

|Eζk(t)ζm(s)|.
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Доведення. Для будь-яких x, y ∈ [0, π], t, s ∈ [0, T], N ≥ 1, маємо

(
E |VN(x, t)− VN(y, s)|2

)1/2
=

(
E

∣∣∣∣
∞

∑
k=N+1

1
µk

(Xk(x)− Xk(y))
∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du

+
∞

∑
k=N+1

1
µk

Xk(y)

(∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du −

∫ s

0
ζk(u) sin µk(s − u)du

) ∣∣∣∣
2
)1/2

≤ A1 + A2,

де

A1 =


E

∣∣∣∣∣
∞

∑
k=N+1

1
µk

(Xk(x)− Xk(y))
∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du

∣∣∣∣∣

2



1/2

,

A2 =


E

∣∣∣∣∣
∞

∑
k=N+1

1
µk

Xk(y)

(∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du −

∫ s

0
ζk(u) sin µk(s − u)du

)∣∣∣∣∣

2



1/2

.

Позначимо Rk,m(t, s) =
∫ t

0

∫ s

0
sin µk(t − u) sin µm(s − v)Eζk(u)ζm(v)dvdu. Тодi

A2
1 ≤

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

|Xk(x)− Xk(y)||Xm(x)− Xm(y)||Rk,m(t, t)|.

З лем 2, 3 роботи [8] випливає, що |Xk(x)− Xk(y)| ≤ max{L, 2CX} ϕ(µ2
k+v0)

ϕ
(

1
|x−y|+v0

) . Крiм того,

|Rk,m(t, s)| ≤ Ck,m

∫ t

0

∫ s

0
| sin µk(t − u) sin µm(s − v)|dvdu ≤ T2Ck,m.

Отже,

A2
1 ≤ T2 (max{L, 2CX})2

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

Ck,mϕ(µ2
k + v0)ϕ(µ2

m + v0)

(
ϕ

(
1

|x − y| + v0

))−2

.

A2
2 ≤

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

|Xk(y)||Xm(y)|
∣∣∣∣∣E
(∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du −

∫ s

0
ζk(u) sin µk(s − u)du

)

×
(∫ t

0
ζm(v) sin µm(t − v)dv −

∫ s

0
ζm(v) sin µm(s − v)dv

) ∣∣∣∣∣.

Нехай для визначеностi s ≤ t. Тодi
∫ t

0
ζk(u) sin µk(t − u)du −

∫ s

0
ζk(u) sin µk(s − u)du

=
∫ s

0
ζk(u) (sin µk(t − u)− sin µk(s − u)) du +

∫ t

s
ζk(u) sin µk(t − u)du.

Отже, A2
2 ≤ C2

X

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

dk,m(s, t), де

dk,m(s, t) =

∣∣∣∣∣E
(∫ s

0
ζk(u)(sin µk(t − u)− sin µk(s − u))du +

∫ t

s
ζk(u) sin µk(t − u)du

)

×
(∫ s

0
ζm(v)(sin µm(t − v)− sin µm(s − v))dv +

∫ t

s
ζm(v) sin µm(t − v)dv

) ∣∣∣∣∣.
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При доведеннi леми 2 з роботи [8] було показано, що

dk,m(s, t) ≤Ck,m
(
4T2 ϕ(µk + v0)ϕ(µm + v0) + 2T max{1, 2T}ϕ(µk + v0)ϕ(1 + v0)

+2T max{1, 2T}ϕ(µm + v0)ϕ(1 + v0) + (max{1, 2T})2 ϕ2(1 + v0)
) 1

ϕ2
(

1
|t−s| + v0

) .

Отже,

A2
2 ≤C2

X

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

Ck,m
1

µkµm

(
4T2 ϕ(µk + v0)ϕ(µm + v0) + 2T max{1, 2T}ϕ(µk + v0)ϕ(1 + v0)

+2T max{1, 2T}ϕ(µm + v0)ϕ(1 + v0) + (max{1, 2T})2 ϕ2(1 + v0)
) 1

ϕ2
(

1
|t−s| + v0

) .

Зауваження 1. З леми 1 роботи [10] випливає, що за умов теореми 2 при k ≥ 1 та m ≥ 1
має мiсце нерiвнiсть

Ck,m ≤ Ĉk,m =
1

∑
i,j=0

C
2−i−j
q

µ2
kµ2

m

(
C1,i,jτ(

π
k , π

m )

8π
+

√
2
π

LC2,i,jτ(
π
k )

4m
+

√
2
π

LC3,i,jτ(
π
m )

4k
+

CG,i,j

km

)
, (17)

де Cq = sup
0≤x≤π

|q(x)|, CG,i,j = L2π2 max
x,y∈[0,π]
t,s∈[0,T]

|B2i,2j(x, y, t, s)|.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2. Тодi для довiльного ε > 0 має мiсце
нерiвнiсть

P





sup
x∈[0,π]
t∈[0,T]

|VN(x, t)| > ε





≤
(

U

(
ε

B̂N(θ)

))−1

, (18)

де

B̂N(θ) =
1

θ(1 − θ)

∫ w0Nθ

0
χU

((
π

2

(
ϕ(−1)

(
C∆D̂N

u

)
− v0

)
+ 1

)

×
(

T

2

(
ϕ(−1)

(
C∆D̂N

u

)
− v0

)
+ 1

))
du,

(19)

w0N =
C∆D̂N

ϕ
(

1
max{π,T} + v0

) ,

D̂N = T max{L, 2CX}
(

∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

1
µkµm

Ĉk,mϕ(µ2
k + v0)ϕ(µ2

m + v0)

)1/2

+CX

(
∞

∑
k=N+1

∞

∑
m=N+1

Ĉk,m
1

µkµm

(
4T2 ϕ(µk + v0)ϕ(µm + v0) + 2T max{1, 2T}ϕ(µk + v0)ϕ(1 + v0)

+2T max{1, 2T}ϕ(µm + v0)ϕ(1 + v0) + (max{1, 2T})2 ϕ2(1 + v0)
)
)1/2

,

C∆ — константа з означення строго Орлiчевої сiм’ї випадкових величин.
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Доведення. Покладемо в теоремi 1 t0 = (0, 0). Тодi ‖X(t0)‖U = ‖VN(0, 0)‖U = 0. В нашому

випадку b = π, d − c = T, σ(h) = C∆D̂N

ϕ( 1
h+v0)

, h > 0. Тому σ(−1)(u) = 1

ϕ(−1)
(

C∆D̂N
u −v0

) , u > 0.

Умова (5) набуває вигляду

∫ ε

0
U(−1)

((
π

2

(
ϕ(−1)

(
C∆D̂N

u

)
− v0

)
+ 1

)(
T

2

(
ϕ(−1)

(
C∆D̂N

u

)
− v0

)
+ 1

))
< ∞

i виконується, бо виконується умова (12). Зауважимо, що

w0 = σ (max{π, T}) = C∆D̂N

ϕ
(

1
max{π,T} + v0

) = w0N .

Крiм того, за лемою 1 та зауваженням 1 для всiх h > 0

sup
max{|x−y|,|t−s|}≤h

‖VN(x, t)− VN(y, s)‖U

≤ C∆ sup
max{|x−y|,|t−s|}≤h

(
E (VN(x, t)− VN(y, s))2

)1/2
≤ σ(h).

Тому твердження теореми випливає з теореми 1 та наслiдку 1.

2 ПРИКЛАДИ

Наведемо приклад випадкового поля ξ(x, t), для якого виконуються умови теореми 2,
а, отже, i оцiнка теореми 3.

Приклад 1. Нехай U(x) = |x|p, тобто LU(Ω) = Lp(Ω), при p > 4. Розглянемо випадкове
поле ξ(x, t) ∈ Lp(Ω), p > 4, що можна представити у виглядi

ξ(x, t) =
∞

∑
k=1

ηkak fk(x)ϕk(t),

де ηk, k ≥ 1, — однаково розподiленi незалежнi центрованi строго Орлiчевi випадковi
величини, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T, fk(x) — двiчi неперервно диференцiйовнi, ϕk(t) —
неперервнi функцiї, ak — деякi сталi, fk(0) = fk(π) = 0, Eη2

k = m2, Eηk = 0.
Тодi коварiацiйна функцiя має вигляд

B(x, y, t, s) = Eξ(x, t)ξ(y, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k fk(x) fk(y)ϕk(t)ϕk(s).

Нехай ∀0 ≤ i ≤ 1, ∀k ≥ 1 мають мiсце нерiвностi

|ϕk(t)− ϕk(s)| ≤ dϕk|t − s|β,
2
p
< β <

1
2

; |ϕk(t)| ≤ Dϕk;

| f (2i)
k (x + δ)− f

(2i)
k (x)| ≤ d f ikδα, α > 2β; | f (2i)

k (x)| ≤ D f ik;

та для всiх 0 ≤ i, j ≤ 1 збiгаються ряди

∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ik max{d f jk, D f jk} < ∞;
∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk < ∞.
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Вiзьмемо v0 = 0; ϕ(λ) = λβ, λ > 0,
2
p
< β <

1
2
(p > 4); τ(δ1, δ2) = (δ1δ2)

α , τ(δ) =

δα, α > 2β. Тодi

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
k , π

m

)

km
ϕ(k2)ϕ(m2) = π2α

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
(km)1+α−2β

< ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
k

)

km2 ϕ(k2)ϕ(m2) = πα
∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
k1+α−2βm2−2β

< ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

τ
(

π
m

)

k2m
ϕ(k2)ϕ(m2) = πα

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
k2−2βm1+α−2β

< ∞,

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
k2m2 ϕ(k2)ϕ(m2) =

∞

∑
k=1

∞

∑
m=1

1
k2−2βm2−2β

< ∞.

Оскiльки U(x) = |x|p, x ∈ R, p > 4; ϕ(λ) = λβ, λ > 0,
2
p

< β <
1
2

; то U(−1)(x) =

x
1
p , x ≥ 0; ϕ(−1)(x) = λ

1
β , λ > 0. Тодi ∀ε > 0 при β >

2
p

∫ ε

0
U(−1)

((
ϕ(−1)

(
1
v

))2
)

dv =
∫ ε

0

((
1

v1/β

)2
) 1

p

dv =
∫ ε

0

1

v
2

βp

dv =
ε

1− 2
βp

1 − 2
βp

< ∞.

Розглянемо B2i,2j(x, y, t, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k f

(2i)
k (x) f

(2j)
k (y)ϕk(t)ϕk(s). Тодi

∆2,δ1,δ2B2i,2j(x, y, t, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k ϕk(t)ϕk(s)

(
f
(2i)
k (x + δ1)− f

(2i)
k (x)

)(
f
(2j)
k (y + δ2)− f

(2j)
k (y)

)
,

∆x,δB2i,2j(x, y, t, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k ϕk(t)ϕk(s)( f

(2i)
k

(
x + δ)− f

(2i)
k (x)

)
f
(2j)
k (y),

∆y,δB2i,2j(x, y, t, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k ϕk(t)ϕk(s) f

(2i)
k (x)

(
f
(2j)
k (y + δ)− f

(2j)
k (y)

)
,

B̃2i,2j(x, y, t, s) = m2
∞

∑
k=1

a2
k f

(2i)
k (x) f

(2j)
k (y) (ϕk(t)− ϕk(s))

2 .

За наших умов ∀0 ≤ i, j ≤ 1
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ik max{d f jk, D f jk} < ∞;
∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk < ∞.

Тодi

∣∣∆2,δ1,δ2B2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ ≤ (δ1δ2)

α m2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikd f jk,

|∆x,δB2i,2j(x, y, t, s)| ≤ δαm2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikD f jk,

|∆y,δB2i,2j(x, y, t, s)| ≤ δαm2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkD f ikd f jk,

|B̃2i,2j(x, y, t, s)| ≤ |t − s|2βm2
∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk.
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Отже,

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

−π

∫ π

−π

∣∣∆2,δ1,δ2 B2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dxdy ≤ 4π2m2

∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikd f jk · (δ1δ2)
α ,

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

0

(∫ π

−π

∣∣∆x,δB2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dx

)
dy ≤ 2π2m2

∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikD f jk · δα,

sup
0≤t≤T
0≤s≤T

∫ π

0

(∫ π

−π

∣∣∆y,δB2i,2j(x, y, t, s)
∣∣ dy

)
dx ≤ 2π2m2

∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkD f ikd f jk · δα,

∣∣∣∣
∫ π

0

∫ π

0
B̃2i,2j(x, y, t, s)dxdy

∣∣∣∣ ≤ π2m2
∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk ·
1

(
1

|t−s|

)2β
.

Таким чином, умови теореми 2 виконуються для v0 = 0; ϕ(λ) = λβ, 2
p < β <

1
2 ;

τ(δ1, δ2) = (δ1δ2)
α, τ(δ) = δα, α > 2β;

C1,i,j = 4π2m2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikd f jk, C2,i,j = 2π2m2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ikD f jk,

C3,i,j = 2π2m2
∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkD f ikd f jk, Mi,j = π2m2
∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk.

Виберемо тепер конкретний процес ξ(x, t), для якого виконуються умови прикладу 1.

Приклад 2. Розглянемо ξ(x, t) ∈ L5(Ω) та однаково розподiленi незалежнi строго Ор-
лiчевi випадковi величини ηk, для яких Eη2

k = 1, Eηk = 0. Припустимо, що випадковий

процес ξ(x, t) записується у виглядi ξ(x, t) =
∞

∑
k=1

ηk
1
k4 sin kx cos kt, де 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T.

Тобто p = 5, ak =
1
k4 , m = 1, ϕk(t) = cos kt, fk(x) = sin kx, f

(2)
k (x) = (sin kx)′′ = (k cos kx)′ =

−k2 sin kx.
Зауважимо, що оскiльки ∀x ∈ R: | sin x| ≤ |x|, то при 2

5 < β <
1
2 для |x| ≤ 1: | sin x| ≤

|x| ≤ |x|β; для |x| > 1: | sin x| ≤ 1 ≤ |x|β; тобто | sin x| ≤ |x|β при x ∈ R.
Покладемо β = 3

7 , α = 1. Тодi 2
5 < β <

1
2 , α > 2β.

f
(2i)
k (x) = (−1)ik2i sin kx, 0 ≤ i ≤ 1;∣∣∣ f (2i)

k (x + δ)− f
(2i)
k (x)

∣∣∣ =
∣∣∣(−1)ik2i sin k(x + δ)− (−1)ik2i sin kx

∣∣∣

= k2i |sin kx(x + δ)− sin kx| = 2k2i

∣∣∣∣sin
kδ

2
cos

k(2x + δ)

2

∣∣∣∣

≤ 2k2i

∣∣∣∣sin
kδ

2

∣∣∣∣ ≤ 2k2i kδ

2
= k1+2iδ;

∣∣∣ f (2i)
k (x)

∣∣∣ = k2i| sin kx| ≤ k2i;

|ϕk(t)− ϕk(s)| = | cos kt − cos ks| = 2
∣∣∣∣sin

k(t − s)

2
sin

k(t + s)

2

∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣∣sin

k(t − s)

2

∣∣∣∣ ≤ 2
(

k|t − s|
2

) 3
7

= 2
4
7 k

3
7 |t − s| 3

7 ;
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|ϕk(t)− ϕk(s)| = | cos kt − cos ks| = 2
∣∣∣∣sin

k(t − s)

2
sin

k(t + s)

2

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣sin

k(t − s)

2

∣∣∣∣

≤ 2
(

k|t − s|
2

) 3
7

= 2
4
7 k

3
7 |t − s| 3

7 ;

|ϕk(t)| = | cos kt| ≤ 1.

Отже,
d f ik = k1+2i; dϕk = 2

4
7 k

3
7 ; D f ik = k2i; Dϕk = 1.

Оскiльки ak =
1
k4 , то при 0 ≤ i, j ≤ 1

∞

∑
k=1

a2
k D2

ϕkd f ik max{d f jk, D f jk} =
∞

∑
k=1

k1+2ik1+2j

k8 ≤
∞

∑
k=1

1
k2 < ∞;

∞

∑
k=1

a2
kd2

ϕkD f ikD f jk =
∞

∑
k=1

2
4
7 k

3
7 k2ik2j

k8 ≤ 2
4
7

∞

∑
k=1

1

k3+ 4
7
< ∞

i умови теореми 2 виконуються для ϕ(λ) = λ
3
7 ; τ(δ1, δ2) = δ1δ2; τ(δ) = δ.

ВИСНОВКИ

За умов iснування розв’язку гiперболiчного рiвняння з нульовими початковими та
граничними умовами та строго Орлiчевою випадковою правою частиною у виглядi рiв-
номiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду знайдено оцiнку розподiлу супремуму розв’язку
рiвняння. Наведено приклади строго Орлiчевих випадкових полiв, що задовольняють цi
умови.
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Dovhai B.V. The estimation of supremum distribution of solution of hyperbolic equations with Orlicz right

side. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 231–241.

We consider the hyperbolic equation with homogeneous initial and boundary conditions and
Orlicz right side. An estimate of supremum distribution of the problem solution is obtained in case
of existence of a solution in the form of uniformly convergent in probability series. Examples of
strictly Orlicz random fields that satisfy these conditions are showed.

Key words and phrases: hyperbolic equation, supremum distribution, Orlicz random field.

Довгай Б.В. Оценка распределения супремума решения гиперболического уравнения с Орличевой

правой частью // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C. 231–241.

Рассматривается гиперболическое уравнение с однородными начальными и граничными
условиями и Орличевой правой частью. В условиях существования решения в виде равномер-
но сходящегося по вероятности ряда получена оценка распределения супремума решения
такой задачи. Приведены примеры строго Орличевых случайных полей удовлетворяют этим
условиям.

Ключевые слова и фразы: гиперболическое уравнение, распределение супремума, Орличе-
вое случайное поле.


