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ТОПОЛОГIЗАЦIЯ ПРОСТОРУ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ

Тут ми вводимо локально опуклу топологiю T пошарової рiвномiрної збiжностi на про-
сторi S = CC[0, 1]2 всiх нарiзно неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R, доводимо, що простiр
(S, T ) повний, неметризовний i що простiр P всiх многочленiв вiд двох змiнних на [0, 1]2 всюди
щiльний в S, отже, S — сепарабельний.
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1. Топологiя пошарової рiвномiрної збiжностi. Розглянемо простiр S = CC[0, 1]2 всiх
нарiзно неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R, заданих на квадратi Q = [0, 1]2, який є
лiнiйним пiдпростором простору RQ всiх дiйснозначних функцiй на Q. Для функцiї f :
Q → R i точки p = (x, y) ∈ Q покладемо, як звичайно, f x(y) = fy(x) = f (x, y). Нехай
‖ · ‖∞ — це рiвномiрна норма на просторi C[0, 1] всiх неперервних функцiй g : [0, 1] → R,
яка визначається формулою

‖g‖∞ = max
0≤x≤1

|g(x)|.

Введемо на просторi S природну сiм’ю переднорм, покладаючи

‖ f‖x = ‖ f x‖∞ для кожного x ∈ [0, 1] i ‖ f‖y = ‖ fy‖∞ для кожного y ∈ [0, 1]

для довiльної функцiї f ∈ S. Нехай

PX = {‖ · ‖x : 0 ≤ x ≤ 1}, PY = {‖ · ‖y : 0 ≤ y ≤ 1} i P = PX ∪ PY.

Розглянемо на просторi S локально опуклу топологiю T , що породжена сукупнiстю пе-
реднорм P . Як це випливає з загальних побудов [4, c. 27], базу околiв нуля топологiї T
будуть утворювати кулi

Bτ, σ, ε = Bx1, ..., xn; y1, ..., ym; ε =
{

f ∈ S : max{‖ f‖x1 , . . . , ‖ f‖xn , ‖ f‖y1 , . . . , ‖ f‖ym} ≤ ε
}

,

де τ = {x1, . . . , xn}, σ = {y1, . . . , ym} — довiльнi скiнченнi пiдмножини вiдрiзка [0, 1] i ε —
довiльне додатне число (якщо τ = σ = ∅, то ми вважаємо, що Bτ,σ,ε = S для кожного
ε > 0). Легко зрозумiти, що сiтка ( fκ)κ∈K елементiв fκ з S буде збiгатися до функцiї f з S
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тодi i тiльки тодi, коли всi x-розрiзи f x
κ рiвномiрно на [0, 1] збiгаються до x-розрiзу f x , а

всi y-розрiзи ( fκ)y рiвномiрно на [0, 1] збiгаються до y-розрiзу fy, тобто

(∀x ∈ [0, 1])( f x
κ ⇒ f x на [0, 1]) i (∀y ∈ [0, 1])(( fκ )y ⇒ fy на [0, 1]).

Тому топологiю T на S ми будемо називати топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi.
В цiй статтi ми вивчимо деякi властивостi локально опуклого простору S = (S, T ),

доведемо, що вiн повний, неметризовний i що його лiнiйний пiдпростiр P = P[0, 1]2 всiх
многочленiв

g(x, y) =
N

∑
j,k=1

aj,kxjyk

вiд двох змiнних на квадратi Q i простiр C = C[0, 1]2 всiх сукупно неперервних функцiй
h : Q → R всюди щiльнi в S, звiдки отримаємо, що простiр S сепарабельний. Це ли-
ше першi кроки у вивченнi нового топологiчного векторного простору S, i дослiдження
його подальших властивостей (бочковiсть, борнологiчнiсть, тощо) стане предметом най-
ближчого майбутнього.

2. Повнота простору S. Нагадаємо [4, c. 61], що фундаментальна сiтка в топологiчному
векторному просторi (коротко: ТВП) T — це така сiтка (tκ)κ∈K , що для кожного околу
нуля U в T iснує такий елемент κ0 ∈ K, що для всiх таких κ′ i κ′′ з K, що κ′ ≥ κ0 i κ′′ ≥ κ0,
маємо tκ′ − tκ′′ ∈ U. ТВП T називається повним, якщо в ньому кожна фундаментальна
сiтка (tκ)κ∈K є збiжною, тобто iснує такий елемент t ∈ T, що для кожного околу нуля U

iснує таке κ0 ∈ K, що для довiльних κ ≥ κ0 рiзниця tκ − t належить U.

Теорема 1. ТВП S з топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi T є повним.

Доведення. Нехай ( fκ)κ∈K — фундаментальна сiтка в S. Тодi [4, c. 62]

(∀x ∈ [0, 1])(‖ fκ′ − fκ′′‖
x → 0) i (∀y ∈ [0, 1])(‖ fκ′ − fκ′′‖y → 0).

З повноти простору Cu[0, 1] = (C[0, 1], ‖ · ‖∞) випливає, що для кожного x ∈ [0, 1] iснує
така функцiя f x ∈ C[0, 1], що f x

κ ⇒ f x на [0, 1], i для кожного y ∈ [0, 1] iснує така функцiя
fy ∈ C[0, 1], що ( fκ)y ⇒ fy на [0, 1]. Зокрема, для довiльних точок x i y з [0, 1] будемо мати

f x(y) = lim f x
κ (y) = lim fκ(x, y) = lim( fκ)y(x) = fy(x).

Тому формулою
f (x, y) = f x(y) = fy(x)

визначається функцiя f : Q → R, у якої f x — це її вертикальнi x-розрiзи f (x, ·) для
кожного x ∈ [0, 1], а fy — це її горизонтальнi y-розрiзи f (·, y) для кожного y ∈ [0, 1]. За
побудовою функцiї f x i fy неперервнi, отже, f — це нарiзно неперервна функцiя, тобто
f ∈ S. Оскiльки

‖ fκ − f‖x = ‖ f x
κ − f x‖∞ → 0 i ‖ fκ − f‖y = ‖( fκ)y − fy‖∞ → 0

для довiльних x i y з [0, 1], то fκ → f в S i, таким чином, фундаментальна сiтка ( fκ)κ∈K

збiгається в S, що i дає повноту простору S.



ТОПОЛОГIЗАЦIЯ ПРОСТОРУ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ 201

3. Гаусдорфовiсть i неметризовнiсть простору S. Нагадаємо [4, c. 57], що ТВП T буде
метризовним тодi i тiльки тодi, коли вiн гаусдорфовий i в ньому iснує не бiльш нiж злi-
ченна база околiв нуля. Гаусдорфовiсть полiнормованого простору (T, P) рiвносильна
тому, що для кожної ненульової точки t0 з T iснує така переднорма p0 ∈ P, що p0(t0) > 0
[4, c. 29].

Ми будемо використовувати поняття хреста xp(E) пiдмножини E добутку X × Y. Ви-
значимо проекцiї prX : X × Y → X i prY : X × Y → Y, поклавши prX(x, y) = x i
prY(x, y) = y для довiльної точки (x, y) ∈ X × Y. Нехай A = prX(E) i B = prY(E). Хре-

стом множини E в X × Y називається множина xp(E) = (A × Y) ∪ (X × B).

Теорема 2. Топологiчний векторний простiр S є гаусдорфовим.

Доведення. Нехай f0 — ненульова функцiя з S. Тодi iснує така точка (x0, y0) ∈ Q, що
f (x0, y0) 6= 0. В такому разi ‖ f0‖

x0 ≥ | f (x0 , y0)| > 0 та ‖ f0‖y0 ≥ | f (x0, y0)| > 0, що i дає нам
гаусдорфовiсть S.

Теорема 3. Топологiчний векторний простiр S неметризовний.

Доведення. Розглянемо довiльну послiдовнiсть куль Bn = Bτn, σn, εn у просторi S, де τn i σn

— скiнченнi пiдмножини вiдрiзка [0, 1], а εn > 0, i покажемо, що система {Bn : n ∈ N} не

є базою околiв нуля в S. Справдi, множини τ =
∞⋃

n=1
τn i σ =

∞⋃
n=1

σn не бiльш, нiж злiченнi,

а вiдрiзок [0, 1] за теоремою Кантора незлiченний. Тому iснують точки x0 ∈ [0, 1]\τ i y0 ∈

[0, 1]\σ. Розглянемо кулю

B = Bx0; y0; 1 =
{

f ∈ S : max{‖ f‖x0 , ‖ f‖y0} ≤ 1
}

i покажемо, що Bn * B для кожного n. Справдi, розглянемо хрест E = xp(τn × σn) =

(τn × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × σn) добутку τn × σn, точку p0 = (x0, y0) i покладемо F = E ∪ {p0}.
Множина F, очевидно, замкнена в квадратi Q. Визначимо функцiю f0 : F → R, поклада-
ючи f0(p) = 0, якщо p ∈ E i f0(p0) = 2. Оскiльки p0 6∈ E, адже i x0 6∈ τn, i y0 6∈ σn, то така
функцiя коректно визначена i неперервна. За теоремою Тiтце-Урисона [2, c. 116] iснує та-
ка неперервна функцiя f : Q → R, що f |F = f0. Для цiєї функцiї ‖ f‖x = 0 i ‖ f‖y = 0 для
кожного x ∈ τn i y ∈ σn, отже, f ∈ Bn. Але

‖ f‖x0 ≥ | f (x0 , y0)| = 2 i ‖ f‖y0 ≥ | f (x0 , y0)| = 2,

тому f 6∈ B.
Таким чином, Bn * B для кожного n. Тому система {Bn : n ∈ N} не утворює бази

околiв нуля в S. Звiдси негайно випливає, що не бiльш, нiж злiченної бази околiв нуля в
S не iснує, отже, S — неметризовний простiр.

Нехай A i B — довiльнi пiдмножини вiдрiзка [0, 1] i TA,B — локально опукла топологiя
на S, яка породжена сукупнiстю переднорм PA,B = PA ∪ PB, де PA = {‖ · ‖x : x ∈ A} i
PB = {‖ · ‖y ∈ B}.

Теорема 4. Нехай A, B, C, D — пiдмножини вiдрiзка [0, 1] i (A, B) 6= (C, D). Тодi TA,B 6=

TC,D.
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Доведення. Припустимо, наприклад, що iснує точка x0 ∈ A\C. Розглянемо кулю B0 =

Bx0;∅; 1, яка є околом нуля в топологiї TA,B i покажемо, що вона не є околом нуля в топо-
логiї TC,D. Справдi, нехай τ i σ — довiльнi скiнченнi пiдмножини множин C i D вiдповiдно,
ε — довiльне додатне число i B = Bτ,σ,ε — базисний окiл нуля в топологiї TC,D. Покаже-
мо, що B * B0. Розглянемо замкнену в квадратi Q множину F = E ∪ ({x0} × [0, 1]), де
E = xp(τ × σ).

Виберемо яку-небудь точку y0 ∈ [0, 1]\σ. Iснує така неперервна функцiя g : [0, 1] → R,
що g(y0) = 2 i g(y) = 0 для кожного y ∈ σ, адже множина σ ∪ {y0} скiнченна, а тому
замкнена в [0, 1], i y0 6∈ σ.

Визначимо функцiю h : F → R, покладаючи h(p) = 0 на E i h(x0, y) = g(y) для ко-
жного y з [0, 1]. Оскiльки x0 6∈ τ i g(y) = 0 на σ, то це визначення функцiї h коректне i h

— неперервна функцiя, адже її звуження h|E i h|{x0}×[0,1] на обидвi замкненi множини E i
{x0} × [0, 1], якi в об’єднаннi дають F, є неперервними. За теоремою Тiтце-Урисона iснує
така неперервна функцiя f : Q → R, що f |F = h. Тодi f ∈ B, бо f |E = 0, отже, f x = 0 i
fy = 0 для довiльних x ∈ τ i y ∈ σ, а тому ‖ f‖x = 0 < ε i ‖ f‖y = 0 < ε, як тiльки x ∈ τ i
y ∈ σ. Але f 6∈ B0, бо ‖ f‖x0 = ‖ f x0‖∞ = ‖g‖∞ ≥ |g(y0)| = 2 > 1.

Ми показали, що окiл нуля B0 в топологiї TA,B не є околом нуля в топологiї TC,D, отже,
TA,B 6= TC,D. Так само розглядаються i iншi логiчно можливi випадки C\A 6= ∅, B\D 6= ∅
чи D\B 6= ∅.

Наступний результат доповнює теорему 2.

Теорема 5. Топологiчний векторний простiр (S, TA,B) буде гаусдорфовим тодi i тiльки
тодi, коли A = [0, 1] або B = [0, 1].

Доведення. Нехай, наприклад, A = [0, 1] i f — ненульова функцiя з S. Тодi iснує така
точка p0 = (x0, y0) ∈ Q, що f (p0) 6= 0. В такому разi i fy0(x) 6= 0 в деякому околi U

точки x0 в [0, 1]. З умови A = [0, 1] випливає, що iснує така точка a ∈ A, що a ∈ U. Тодi
f a(y0) = fy0(a) 6= 0, а тому ‖ f‖a = ‖ f a‖∞ ≥ | f a(y0)| > 0, що i дає нам гаусдорфовiсть
(S, TA,B).

Навпаки, нехай A 6= [0, 1] i B 6= [0, 1]. Тодi iснує така точка p0 = (x0, y0) ∈ Q, що x0 6∈ A

i y0 6∈ B. Розглянемо хрест E = xp(A × B) добутку A × B, який є замкненою множиною в
Q. Оскiльки x0 6∈ A i y0 6∈ B, то точка p0 = (x0, y0) 6∈ E. З повної регулярностi квадрата Q

випливає, що iснує така неперервна функцiя f : Q → [0, 1], що f (p0) = 1 i f (p) = 0 на E.
Для кожної точки x ∈ A чи y ∈ B будемо мати ‖ f‖x = 0 i ‖ f‖y = 0, бо тодi {x} × [0, 1] ⊆ E

i [0, 1]× {y} ⊆ E, отже, f x = 0 i fy = 0. Але f 6= 0, бо f (p0) = 1. Це i доводить, що простiр
(S, TA,B) не гаусдорфовий.

Наступний результат розвиває теорему 3.

Теорема 6. Топологiчний векторний простiр (S, TA,B) буде метризовним тодi i тiльки то-
дi, коли обидвi множини A i B не бiльш, нiж злiченнi, i A = [0, 1] або B = [0, 1].

Доведення. Достатнiсть. Нехай A i B — не бiльш нiж злiченнi на вiдрiзку [0, 1] множини,
причому одна з них всюди щiльна в [0, 1]. Сукупнiсть переднорм PA,B = PA ∪ PB буде
злiченною, а тому простiр (S, TA,B) має злiченну базу околiв нуля. Крiм того, вiн гаусдор-
фовий за теоремою 5. Отже, цей простiр метризовний.
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Необхiднiсть. Якщо A 6= [0, 1] i B 6= [0, 1], то простiр (S, TA,B) не гаусдорфовий, отже,
не метризовний. Припустимо, що хоча б одна з множин A чи B, скажiмо A, незлiчен-
на. Покажемо, що тодi простiр (S, TA,B) не має не бiльш нiж злiченної бази околiв нуля.
Для цього розглянемо будь-яку послiдовнiсть куль Bn = Bτn, σn, εn , де τn i σn — скiнченнi

пiдмножини вiдповiдно множин A i B. Множина τ =
∞⋃

n=1
τn не бiльш нiж злiченна, тому

iснує такий елемент x0, що x0 ∈ A i x0 6∈ τ. Розглянемо окiл нуля B = B{x0};∅;1 в (S, TA,B) i
покажемо, що Bn * B для кожного n.

Для даного номера n вiзьмемо будь яку-точку y0 ∈ [0, 1]\σn i побудуємо таку непе-
рервну функцiю g : [0, 1] → R, що g(y0) = 2 i g(y) = 0 при y ∈ σn. Як i в доведеннi
теореми 4, легко побудувати таку неперервну функцiю f : Q → R, що f (x0, y) = g(y) на
[0, 1] i f |xp(τn×σn) = 0. Тодi f ∈ Bn\B i теорема доведена.

4. Рiвномiрне наближення неперервної функцiї многочленом з даними значеннями.
Тепер ми беремо курс на доведення рiвностi P = S. Це можна зробити двома способами:
складнiшим, але цiкавiшим, бо на цьому шляху нам потрiбно довести твердження, якi
цiкавi самi по собi, i простiшим, але нуднiшим через свою простоту. Iсторично спочатку
виник перший спосiб, який вiдображений у тезах [3], а потiм другий, про який iде мова в
тезах [1].

Почнемо з однiєї цiкавої теореми, яка використовується при доведеннi рiвностi P = S

першим способом.

Теорема 7. Нехай f : [0, 1] → R — неперервна функцiя, x1, . . . , xn — рiзнi точки з вiдрiзка
[0, 1] i ε > 0. Тодi iснує такий многочлен g : [0, 1] → R, де g(xk) = f (xk) при k = 1, . . . , n i
‖g − f‖∞ ≤ ε.

Доведення. Розглянемо при k = 1, . . . , n многочлени

Φk(x) =
n

∏
i=1,i 6=k

(x − xi) i ϕk(x) =
Φk(x)

Φk(xk)
,

для яких ϕk(xk) = 1 i ϕk(xi) = 0 при i 6= k. Функцiя

γ(x) =
n

∑
k=1

|ϕk(x)|,

зрозумiло, неперервна на [0, 1], отже, iснує ‖γ‖∞ = max
0≤x≤1

γ(x). Оскiльки ‖γ‖∞ ≥ γ(xk) = 1

для кожного k = 1, . . . , n, зокрема, ‖γ‖∞ ≥ γ(x1) = 1, то ‖γ‖∞ ≥ 1. Тому ми можемо
розглянути число ε0 = ε

2‖γ‖∞
, для якого, очевидно, виконується нерiвнiсть 0 < ε0 ≤ ε

2 .
За класичною теоремою Вейєрштрасса про рiвномiрне наближення неперервних

функцiй многочленами iснує такий многочлен p : [0, 1] → R, що ‖p − f‖∞ ≤ ε0. За по-
правками αk = f (xk)− p(xk) побудуємо многочлен

q(x) =
n

∑
k=1

αk ϕk(x),

для якого q(xk) = αk при k = 1, . . . , n. Зауважимо, що

|αk| = | f (xk)− p(xk)| ≤ ‖ f − p‖∞ ≤ ε0
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для кожного k = 1, . . . , n, тому

|q(x)| ≤
n

∑
k=1

|αk||ϕk(x)| ≤ ε0γ(x) ≤ ε0‖γ‖∞ =
ε

2‖γ‖∞
· ‖γ‖∞ =

ε

2

для кожного x з [0, 1], отже, ‖q‖∞ ≤ ε
2 . Для многочлена g(x) = p(x) + q(x) будемо мати,

що g(xk) = p(xk) + q(xk) = p(xk) + αk = f (xk) для кожного k = 1, . . . , n, причому

‖g − f‖∞ = ‖q + p − f‖∞ ≤ ‖q‖∞ + ‖p − f‖∞ ≤
ε

2
+ ε0 ≤

ε

2
+

ε

2
= ε.

5. Одна iнтерполяцiйна теорема для многочленiв. Далi нам потрiбен буде один ре-
зультат з тез [3]. Ми подамо його з доведенням, оскiльки в [3] зробленi лише вказiвки.

Теорема 8. Нехай K — довiльне поле, x1, . . . , xn — рiзнi точки з K i y1, . . . , ym — рiзнi точки
з K, p1(y), . . . , pn(y) — многочлени з K[y], q1(x), . . . , qm(x) — многочлени з K[x], причому

pk(yj) = qj(xk) для всiх k = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m.

Тодi iснує такий многочлен f (x, y) з K[x, y], що f (xk , y) = pk(y) i f (x, yj) = qj(x) для до-
вiльних x i y з K та k = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m.

Доведення. Крiм многочленiв ϕk(x), породжених точками x1, . . . , xn, якi ми розглядали в
доведеннi попередньої теореми, i для яких

ϕk(xi) = δk,i =

{
1, k = i,
0, k 6= i,

розглянемо i такi ж многочлени ψj(x), якi породженi вже точками y1, . . . , ym, i для яких
ψj(yi) = δj,i.

Для многочлена

g(x, y) =
n

∑
k=1

pk(y)ϕk(x)

будемо мати, що g(xk, y) = pk(y) на K для кожного k = 1, . . . , n. Розглянемо многочлени

q̃j(x) = qj(x)− g(x, yj) i h(x, y) =
m

∑
j=1

q̃j(x)ψj(y).

Зрозумiло, що h(x, yj) = q̃j(x) на K для кожного j = 1, . . . , m.
Нарештi розглянемо многочлен

f (x, y) = g(x, y) + h(x, y)

i покажемо, що вiн i є шуканим. Зауважимо спочатку, що

q̃j(xk) = qj(xk)− g(xk, yj) = qj(xk)− pk(yj) = 0

для довiльних j i k, тому

h(xk , y) =
m

∑
j=1

q̃j(xk)ψj(y) = 0
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для кожного k = 1, . . . , n. В такому разi

f (xk , y) = g(xk, y) + h(xk, y) = pk(y) + 0 = pk(y)

на K для кожного k = 1, . . . , n. З iншого боку

f (x, yj) = g(x, yj) + h(x, yj) = g(x, yj) + q̃j(x) = qj(x)

на K для кожного j = 1, . . . , m. Теорему доведено.

6. Щiльнiсть пiдпростору многочленiв у просторi нарiзно неперервних функцiй. З
теорем 7 i 8 ми виведемо такий результат.

Теорема 9. Простiр P = P[0, 1]2 всiх многочленiв

g(x, y) =
N

∑
j,k=0

aj,kxjyk

вiд двох змiнних x i y з дiйсними коефiцiєнтами aj,k на квадратi Q всюди щiльний у про-
сторi S з топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi.

Доведення. Нехай f ∈ S i B = Bτ, σ, ε — довiльний базисний окiл нуля в S. Покажемо, що
iснує такий многочлен g ∈ P, що g − f ∈ B. Нехай τ = {x1, . . . , xn} i σ = {y1, . . . , ym}, де
xk 6= xj i yk 6= yj при k 6= j. За теоремою 7 для кожного k = 1, . . . , n iснує такий многочлен
pk(y), що ‖ f xk − pk‖∞ ≤ ε i pk(yj) = f xk (yj) для кожного j = 1, . . . , m, i так само для
кожного j = 1, . . . , m iснує такий многочлен qj(x), що ‖ fyj

− qj‖∞ ≤ ε i qj(xk) = fyj
(xk) для

кожного k = 1, . . . , n. Оскiльки

pk(yj) = f xk (yj) = f (xk , yj) = fyj
(xk) = qj(xk)

для довiльних j i k, то за теоремою 8 iснує такий многочлен g(x, y) з P, що g(xk, y) = pk(y)

i g(x, yj) = qj(x) для всiх x i y з [0, 1] i довiльних k = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m. Для цього
многочлена будемо мати

‖ f − g‖xk = ‖ f xk − gxk‖∞ = ‖ f xk − pk‖∞ ≤ ε

i
‖ f − g‖yj

= ‖ fyj
− gyj

‖∞ = ‖ fyj
− qj‖∞ ≤ ε,

отже, g − f ∈ B. Це показує, що f ∈ P, отже, P = S.

7. Iнший спосiб доведення рiвностi P = S i сепарабельнiсть простору S. Ми довели
рiвнiсть P = S, використавши теорему Вейєрштрасса про рiвномiрне наближення не-
перервних функцiй g : [0, 1] → R на вiдрiзку. Але є й iнша теорема Вейєрштрасса про
рiвномiрне наближення неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R вiд двох змiнних на квадра-
тi Q = [0, 1]2. Саме її ми використаємо при iншому доведеннi рiвностi P = S.

Почнемо з такого простого спостереження.

Теорема 10. P = C у просторi S.
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Доведення. Зрозумiло, що P ⊆ C, бо P ⊆ C. Доведемо, що i C ⊆ P. Для функцiї ϕ ∈ C ми
покладаємо ‖ϕ‖∞ = max

p∈Q
|ϕ(p)|.

Нехай f ∈ C, x1, . . . , xn — рiзнi точки з [0, 1], y1, . . . , ym — рiзнi точки з [0, 1] i ε > 0. Тодi
iснує така функцiя g ∈ C, що ‖ f − g‖xk ≤ ε

2 при k = 1, . . . , n i ‖ f − g‖yj
≤ ε

2 при j = 1, . . . , m.
За теоремою Вейєрштрасса для функцiй вiд двох змiнних iснує такий многочлен h ∈ P,
що ‖g − h‖∞ ≤ ε

2 . Тодi

‖ f − h‖xk ≤ ‖ f − g‖xk + ‖g − h‖xk ≤
ε

2
+ ‖g − h‖∞ ≤

ε

2
+

ε

2
= ε

i

‖ f − h‖yj
≤ ‖ f − g‖yj

+ ‖g − h‖yj
≤

ε

2
+ ‖g − h‖∞ ≤

ε

2
+

ε

2
= ε.

Це показує, що f ∈ P.

Теорема 11. C = S.

Доведення. Нехай f ∈ S, τ i σ — скiнченнi пiдмножини вiдрiзка [0,1] i ε > 0. Розглянемо
хрест

E = xp(τ × σ) = (τ × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× σ).

Очевидно, що E — це замкнена пiдмножина квадрата Q. Звуження f |E буде сукупно
неперервною функцiєю на множинi E, бо f — нарiзно неперервна функцiя, а тому всi
звуження f |[0,1]×{y} i f |{x}×[0,1] неперервнi, крiм того, всi множини ∆y = [0, 1] × {y} i
∆x = {x} × [0, 1] замкненi в E i E — це скiнченне об’єднання множин такого типу, а
саме, E = (

⋃
x∈τ

∆x)
⋃
(
⋃

y∈σ
∆y). За теоремою Тiтце-Урисона iснує така функцiя g ∈ C, що

g|E = f |E . Тодi gx = f x для всiх x ∈ τ i gy = fy для всiх y ∈ σ, а значить

‖g − f‖x = ‖gx − f x‖∞ = 0 < ε для всiх x ∈ τ

i
‖g − f‖y = ‖gy − fy‖∞ = 0 < ε для всiх y ∈ σ.

Звiдси випливає, що f ∈ C.
З теорем 10 i 11 негайно отримуємо рiвнiсть P = S.

Теорема 12. Простiр S з топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi сепарабельний.

Доведення. Розглянемо множину R всiх многочленiв

r(x, y) =
N

∑
j,k=1

aj,kxjyk

на квадратi Q з рацiональними коефiцiєнтами aj,k. Нескладно переконатися у тому, що
множина R злiченна.

Оскiльки Q = R, то, як легко перевiрити, для довiльного ε > 0 i кожного многочлена
g з P iснує такий многочлен r ∈ R, що ‖g − r‖∞ ≤ ε

2 . За теоремою 9 для кожної фун-
кцiї f ∈ S, довiльних точок x1, . . . , xn i y1, . . . , ym з [0, 1] iснує такий многочлен g ∈ P, що
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‖ f − g‖xk ≤ ε
2 i ‖ f − g‖yj

≤ ε
2 для k = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m. Знайшовши для цього много-

члена g ∈ P вiдповiдний многочлен r ∈ R, ми отримаємо, що

‖ f − r‖xk = ‖ f xk − rxk‖∞ ≤ ‖ f xk − gxk‖∞ + ‖gxk − rxk‖∞ ≤ ‖ f − g‖xk + ‖g − r‖∞ ≤
ε

2
+

ε

2
= ε

i аналогiчно
‖ f − r‖yj

≤ ‖ f − g‖yj
+ ‖g − r‖∞ ≤ ε

для довiльних k = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m. Тому R = S, отже, S — сепарабельний простiр.

Автори висловлюють вдячнiсть А.В. Загороднюку за стимулюючу участь у обговореннях i

кориснi пропозицiї.
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Here we introduce locally convex topology T of the layer uniform convergence on the space
S = CC[0, 1]2 of all separately continuous functions f : [0, 1]2 → R, we prove that the space (S, T )

is complete and it is not metrizable one, the space P of all polynomials of two variables on [0, 1]2 is
everywhere dense in S, and so, S is separable.
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Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Топологизация пространства раздельно непрерывных функций //
Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C. 199–207.

Здесь мы вводим локально выпуклую топологию T послойной равномерной сходимости на
пространстве S = CC[0, 1]2 всех раздельно непрерывных функций f : [0, 1]2 → R, доказываем,
что пространство (S, T ) полно, неметризируемо и что пространство P всех многочленов от
двух переменных на [0, 1]2 всюду плотно в S, следовательно S — сепарабельно.

Ключевые слова и фразы: раздельно непрерывные функции, многочлены от двух пере-
менных, топология послойной равномерной сходимости, полнота, гаусдорфовость, метризу-
емость, сепарабельность.


